
















































































































































































































































































































































































































































































































































































































297Спочатку була гра

Отже, до появи в сумі 11 і 12 очок призводить однакова кількість 
сприятливих результатів. Таким чином, ці події мають однакові 
шанси, що суперечить практиці.

Паскаль зрозумів: помилка полягала в тому, що події, які роз-
глядав де Мере, не є рівноймовірними. Наприклад, суму в 11 очок 
за допомогою комбінації 6–4–1 можна отримати при 6 різних ре-
зультатах кидання кубиків: (6; 4; 1); (6; 1; 4); (4; 6; 1); (4; 1; 6); 
(1; 6; 4); (1; 4; 6). 

Якщо підрахувати для кожної комбінації кількість способів її 
виникнення, то отримаємо: для суми 11 кількість сприятливих 
результатів дорівнює 27, а для суми 12 — 25. Причому всі такі 
результати є рівноможливими.

Цю та інші задачі, пов’язані з азартними іграми, Блез Паскаль 
обговорював у листуванні з П’єром Ферма. Вважають, що в цьому 
листуванні було закладено основи теорії ймовірностей.

Цікаво, що помилку, подібну до тієї, якої припустився де Мере, 
зробив видатний французький математик Жан Лерон д’Аламбер, 
розв’язуючи таку задачу: «Монету підкидають двічі. Яка ймовір-
ність того, що хоча б один раз випаде герб?» Він міркував при-
близно так.

Можливі три результати: герб випав першого разу, герб випав 
другого разу, герб узагалі не випав. Тоді з трьох ймовірних резуль-
татів сприятливими є  тільки два, тобто шукана ймовірність до-

рівнює 
2

3
.  

Проте з прикладу 7 п. 27 ви знаєте, що правильною є відпо- 

відь 
3

4
.

Помилка полягала в тому, що зазначені три результати не є рів-
номожливими (подумайте чому). Скоріш за все, ця помилка свідчить 
про те, що у XVIII ст. теорія ймовірностей була ще «молодою» на-
укою, яка вимагала уточнення самого поняття «ймовірність події».

Становлення та розвиток теорії ймовірностей пов’язані з пра-
цями таких видатних учених, як Якоб Бернуллі (1654–1705), 
П’єр-Симон Лаплас (1749–1827), Ріхард фон Мізес (1883–1953).  
У ХХ ст. особливого значення набули праці видатного радянського 
математика Андрія Миколайовича Колмогорова.

Українська математична наука подарувала світові плеяду ви-
датних фахівців у галузі теорії ймовірностей. Імена Й. І. Гіхмана, 
Б. В. Гнєденка, А. В. Скорохода, М. Й. Ядренка відомі математикам 
у всьому світі.
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А. М. Колмогоров
(1903–1987)

М. Й. Ядренко
(1932–2004)

Михайло Йосипович Ядренко значну 
частину своїх творчих сил віддавав та-
кож педагогічній діяльності. Він багато 
працював з обдарованою молоддю, був фундатором Всеукраїнських 
олімпіад юних математиків. Михайло Йосипович проводив значну 
просвітницьку діяльність. Зокрема, за його ініціативою в 1968 р. 
було створено першу в Україні науково-популярну збірку «У світі 
математики».

	 28.	О бчислення ймовірностей 
за допомогою правил комбінаторики

У попередньому пункті для обчислення ймовірності події нам 
доводилося підраховувати в заданому експерименті кількість рів-
номожливих результатів і кількість результатів, сприятливих для 
настання даної події.

Часто ці підрахунки пов’язані з визначенням кількості різних 
комбінацій, які за певним правилом можна скласти з елементів 
заданої скінченної множини. Тому застосування правил комбіна-
торики — ефективний прийом для обчислення ймовірностей подій 
в експериментах з рівноможливими результатами.

Розглянемо приклади.

П р и к л а д    1    У двох урнах лежать кулі, які відрізняються 
тільки кольором. У першій урні лежать дві білі та три чорні кулі, 
а в другій — три білі та дві чорні кулі. Із кожної урни навмання 
дістають по одній кулі. Яка ймовірність того, що хоча б одна з двох 
куль виявиться білою?
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Розв’язання. У результаті розглядуваного досліду можна отри-
мати три результати: кулі, які витягнули, обидві білі, або обидві 
чорні, або одна куля біла, а друга — чорна. Проте ці результати 
не є рівноможливими (подумайте чому). Для того щоб мати змогу 
розглядати рівноможливі результати, пронумеруємо всі 10 куль.

Оскільки в кожній урні лежить по 5 куль, то з них можна утво-
рити 5 5 25æ =  таких пар, що кулі в  парах взяті з  різних урн. 
Оскільки кулі пронумеровано, то ми можемо вважати, що всі 25 пар 
куль різні. Кулі з урн беруть навмання. Тому в цьому експеримен-
ті є 25 рівноможливих результатів.

Оскільки в першій урні лежать 3 чорні кулі, а в другій — 2 чор-
ні, то існує 3 2 6æ =  пар куль чорного кольору. Тому кількість пар 
куль, серед яких є щонайменше одна біла, дорівнює 25 – 6 = 19. 
Отже, кількість результатів, сприятливих для події «хоча б одна 
з куль виявиться білою», дорівнює 19.

Відповідь: 
19

25
.  ◄

П р и к л а д    2    Кидають чотири гральних кубики. Знайдіть ймо-
вірність того, що:

1) випаде рівно одна шістка (подія A);
2) випадуть чотири різні цифри (подія B);
3) не випаде жодної шістки (подія C);
4) випаде хоча б одна шістка (подія D).
Розв’язання. Пронумеруємо кубики числами від 1 до 4. Будь-

який результат експерименту записуватимемо у вигляді (a; b; c; d), 
де a, b, c і d — кількість очок, які випали відповідно на першому, 
другому, третьому та четвертому кубиках.

Разом може утворитися 6 6 6 6 64æ æ æ =  таких четвірок. Жодний 
з результатів не має переваги. Тому в даному досліді є 64 рівно-
можливих результатів.

1) Єдина шістка, яка випала, може стояти на будь-якому із чо-
тирьох місць. Нехай, наприклад, вона стоїть на першому місці. На 
інших трьох місцях стоять будь-які цифри від 1 до 5. Тоді кількість 
четвірок виду (6; b; c; d) дорівнює 5 5 5 53æ æ = .  Загальна кількість 

сприятливих результатів дорівнює 4 53æ .  Отже, P A( ) .=
4 5

6

3

4

æ

2) У цьому випадку будь-які чотири різні цифри, що випа-
ли, — це 4-елементна упорядкована підмножина множини {1, 2, 
3, 4, 5, 6}. Отже, кількість результатів, сприятливих для настання 

події B, дорівнює A6
4.  Звідси P  (B) = 

A6
4

4 46

6 5 4 3

6
=

æ æ æ
.



§ 6.  Елементи комбінаторики та теорії ймовірностей300

3) На кожному із чотирьох місць може стояти будь-яка із цифр 
від 1 до 5. Звідси кількість результатів, сприятливих для настання 

події C, дорівнює 5 5 5 5 54. . . .=  Отримуємо: P C( ) .=
5

6

4

4

4) Кількість усіх результатів дорівнює 64. Кількість усіх резуль-
татів, де немає жодної шістки, дорівнює 54. Тоді 64 – 54 — це кіль-
кість усіх результатів, які містять хоча б одну шістку. Звідси 

P D( ) .=
−6 5

6

4 4

4
 ◄

П р и к л а д    3    Контролер у партії з 20 деталей навмання вибирає 
5 деталей для перевірки. Якщо серед вибраних деталей немає жод-
ної бракованої, то він приймає всю партію. Яка ймовірність того, 
що контролер прийме партію деталей, яка містить 7 бракованих?

Розв’язання. Оскільки контролер вибирає з 20 деталей 5 де-
талей навмання, то даний експеримент має C20

5  рівноможливих 
результатів.

Нехай у партії з 20 деталей є 7 бракованих. Тоді якісних ви-
робів у ній 13. Контролер пропускає партію з 20 деталей (подія A), 
якщо 5 деталей будуть вибрані з 13 якісних деталей. Отже, кіль-
кість результатів, сприятливих для настання події A, дорівнює C13

5 .  

Звідси P A
C

C
( ) %.= ≈13

5

20
5

8  ◄

П р и к л а д    4    У змаганнях з баскетболу беруть участь 18 команд, 
з яких 5 команд вважаються фаворитами. Шляхом жеребкування 
команди ділять на дві групи A і B, по 9 команд у кожній. Яка 
ймовірність потрапляння до однієї групи:

1) п’яти команд-фаворитів (подія M);
2) рівно двох команд-фаворитів (подія K)?
Розв’язання. Кожну з груп можна утворити C18

9  способами.

1) Нехай 5 команд-фаворитів потрапили до групи A. Тоді для 
доформування цієї групи до 9 команд потрібно вибрати ще 4 коман
ди з решти 13 команд. Це можна зробити C13

4  способами. Оскільки 
п’ять команд-фаворитів можуть потрапити як у  групу A, так і 
в групу B, то кількість результатів, сприятливих для події M, до-

рівнює 2 13
4C .  Отже, P M

C

C
( ) .= =

2 1

34
13
4

18
9

2) К ожну з  груп, яка містить дві команди-фаворити, можна 

сформувати C C5
2

13
7æ  способами. Звідси P K

C C

C
( ) .= =

2 12

17
5
2

13
7

18
9

æ æ
 ◄
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ВПРАВИ

28.1.° Навмання вибирають 4 букви зі слова «ЗАКОН». Яка ймовір-
ність того, що з вибраних чотирьох букв можна скласти слово 
«КОЗА»?

28.2.°  Навмання вибирають 4 букви зі слова «ЛАСОЩІ». Яка 
ймовірність того, що з вибраних чотирьох букв можна скласти 
слово «САЛО»?

28.3.° Навмання вибирають чотири букви зі слова «ОКУЛЯРИ». 
Яка ймовірність того, що вибрані букви в послідовності вибору 
утворять слово «КУЛЯ»?

28.4.° Навмання вибирають 6 букв зі слова «ПІВДЕНЬ». Яка ймо-
вірність того, що вибрані букви в послідовності вибору утворять 
слово «ВІДЕНЬ»?

28.5.° У ящику лежать 10 куль, з яких 4 білі. Яка ймовірність того, 
що вибрані навмання 2 кулі виявляться білими?

28.6.° Для шкільної лотереї підготували 50 білетів, з яких 10 при-
зових. Учень вибрав навмання 3 білети. Яка ймовірність того, 
що всі ці білети будуть призовими?

28.7.° У партії зі 100 лампочок є 7 бракованих. Яка ймовірність 
вибрати навмання із цієї партії 4 небраковані лампочки?

28.8.° На екзамен з математики виносять 50 питань. Студент підго-
тував тільки 30 питань. Білет складається з 5 питань, вибраних 
випадковим чином. Яка ймовірність того, що студент знатиме 
всі питання білета?

28.9.° Десять карток пронумеровано натуральними числами від 1 
до 10. Навмання вибирають дві з них. Яка ймовірність того, 
що добуток номерів вибраних карток буде непарним числом?

28.10.° Десять карток пронумеровано натуральними числами від 1 
до 10. Навмання вибирають дві з них. Яка ймовірність того, що 
сума номерів вибраних карток буде непарним числом?

28.11.• У партії зі 100 деталей є 7 бракованих. Із цієї партії на-
вмання вибирають 6 деталей. Яка ймовірність того, що серед 
вибраних 6 деталей 2 деталі виявляться бракованими?

28.12.• У ящику лежать 10 білих і 7 чорних куль. Яка ймовірність 
того, що з п’яти вибраних навмання куль три будуть білими?

28.13.• Знайдіть ймовірність того, що дні народження 7 навмання 
вибраних людей випадають на різні дні тижня.
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28.14.• Дослід полягає в одночасному киданні чотирьох гральних 
кубиків. Знайдіть ймовірність того, що випадуть:
1) три шістки та одна п’ятірка;
2) чотири однакові цифри;
3) щонайбільше одна шістка;
4) дві шістки.

28.15.• У чергу випадковим чином стають четверо людей: A, B, C, 
D. Вважаючи всі варіанти їхнього розміщення рівноможливими, 
визначте ймовірність таких подій:
1) A буде першим у черзі;
2) B не буде останнім у черзі.

28.16.• У ящику лежать 15 синіх, 6 жовтих і 4 зелені кулі. Навман-
ня вибирають 7 куль. Яка ймовірність того, що серед вибраних 
куль будуть 3 сині, 2 жовті та 2 зелені?

28.17.•• У ящику лежать 10 білих і 7 чорних куль. Яка ймовірність 
того, що з п’яти вибраних навмання куль буде не більше двох 
білих?

28.18.••  На екзамен з  математики виносять 50 питань. Студент 
підготував тільки 40 питань. Білет складається із  6 питань, 
вибраних випадковим чином. Щоб скласти екзамен, досить від-
повісти на 4 питання білета. Яка ймовірність того, що студент 
складе екзамен?

28.19.•• У партії зі 100 деталей є 7 бракованих. Із цієї партії на-
вмання вибирають 6 деталей. Яка ймовірність того, що серед 
вибраних деталей буде не більше двох бракованих?

28.20.••  У ліфт дев’ятиповерхового будинку на першому поверсі 
ввійшли 5 пасажирів. Кожний із них з однаковою ймовірністю 
може вийти на будь-якому поверсі, починаючи з другого. Знай
діть ймовірність події:
1) усі пасажири вийдуть на 9 поверсі;
2) усі пасажири вийдуть на одному поверсі;
3) усі пасажири вийдуть на різних поверхах;
4) усі пасажири вийдуть до п’ятого поверху.

28.21.•• У колоді карт 4 масті по 9 карт у кожній. Яка ймовірність 
того, що під час роздавання 36 карт порівну чотирьом гравцям  
кожний гравець отримає всі карти однієї масті?

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

28.22. Складіть квадратне рівняння, корені якого на три більші за 
відповідні корені рівняння x2 – 8x + 2 = 0.
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28.23. Д ля будь-яких дійсних чисел a і  b доведіть нерівність 
a b ab a b2 2 4 2 2+ + + +l .

28.24. Розв’яжіть систему рівнянь 
x y x

y x x

− + = −

= + −







2 2

2 15

2

2

,

.
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Яким тиражем слід видати підручник з алгебри для 9 класу?
Чи варто певному політику висувати свою кандидатуру на чер-

гових виборах мера?
Скільки кілограмів риби та морепродуктів уживає в середньому 

за рік один житель України? 
Чи вигідно для концерту даного артиста орендувати стадіон?
На ці та багато інших запитань допомагає відповідати статис-

тика.

Означення. Статистика (від латин. status — стан) — це 
наука про отримання, обробку й аналіз кількісних даних, які ха-
рактеризують масові явища.

Статистичне дослідження складається з кількох етапів:

Збирання даних

Обробка даних та їх 
подання у зручній формі

Аналіз даних

Висновки та рекомендації

Зупинимося окремо на кожному етапі.
Збирання даних
Ви знаєте, що шкідливі звички, неправильне харчування, мало-

рухомий спосіб життя призводять до серцево-судинних захворю-
вань. Такого висновку лікарі дійшли, дослідивши, звісно, не всіх 
людей планети.

Зрозуміло, що дослідження носило вибірковий, але масовий 
характер.
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У статистиці сукупність об’єктів, на основі яких проводять до-
слідження, називають вибіркою.

У даному прикладі вибірка складалася з  кількох мільйонів 
людей.

Варто зазначити, що статистичний висновок, заснований лише 
на чисельності вибірки, не завжди є достовірним. Наприклад, якщо 
ми, досліджуючи популярність артиста, обмежимося опитуванням 
людей, які прийшли на його концерт, то отримані висновки не бу-
дуть об’єктивними, адже вони прийшли на концерт саме тому, що 
цей артист їм подобається. Статистики говорять, що вибірка має 
бути репрезентативною (від фр. représentatif — показовий).

Так, лікарі, вивчаючи фактори ризику виникнення серцево-
судинних захворювань, досліджували людей різного віку, професій, 
національностей тощо.

Отже, збирання даних має ґрунтуватися на масовості та 
репрезентативності вибірки. Інколи вибірка може збігатися 
з множиною всіх об’єктів, щодо яких проводиться дослідження. 
Прикладом такого дослідження є проведення державної підсумкової 
атестації з математики в 9 класі.

Способи подання даних
Зібрану інформацію (сукупність даних) зручно подавати у ви-

гляді таблиць, графіків, діаграм.
Розглянемо кілька прикладів.

П р и к л а д    1    У таблиці подано результати виступів українських 
школярів на міжнародних математичних олімпіадах протягом 
1993–2016 рр. (Команда учасників на міжнародних математичних 
олімпіадах складається не більше ніж із 6 осіб.)

Рік Місце проведення
Кількість медалей Без 

меда-
лейЗолоті Срібні Бронзові Разом 

медалей
1993 Туреччина 0 2 3 5 1
1994 Гонконг 1 1 2 4 2
1995 Канада 1 1 1 3 3
1996 Індія 1 0 5 6 0
1997 Аргентина 3 3 0 6 0
1998 Тайвань 1 3 2 6 0
1999 Румунія 2 2 1 5 1
2000 Республіка Корея 2 2 0 4 2
2001 США 1 5 0 6 0
2002 Велика Британія 1 3 0 4 2
2003 Японія 1 2 3 6 0
2004 Греція 1 5 0 6 0
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Рік Місце проведення
Кількість медалей Без 

меда-
лейЗолоті Срібні Бронзові Разом 

медалей
2005 Мексика 2 2 2 6 0
2006 Словенія 1 2 2 5 1
2007 В’єтнам 3 1 2 6 0
2008 Іспанія 2 2 2 6 0
2009 Німеччина 3 1 2 6 0
2010 Казахстан 1 2 3 6 0
2011 Нідерланди 1 2 3 6 0
2012 Аргентина 0 3 2 5 1
2013 Колумбія 1 3 1 5 1

2014
Південно-

Африканська  
Республіка

2 3 1 6 0

2015 Таїланд 2 3 1 6 0
2016 Гонконг 0 2 4 6 0

У багатьох випадках дані зручно подавати у вигляді стовпчастої 
діаграми, яку ще називають гістограмою (від грец. histos — стовп 
і  gramma — написання). Така інформація легко сприймається 
та добре запам’ятовується.

П р и кл а д    2    На рисунку 29.1 подано інформацію про природно-
заповідний фонд України. 
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Рис. 29.1
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П р и к л а д    3    Інформацію також можна подавати у вигляді гра-
фіків. Так, на рисунку 29.2 зображено графік щорічного відсотко-
вого зростання кількості користувачів Інтернету у світі протягом 
1995–2016 рр. 
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Рис. 29.2

Стовпчасті діаграми та графіки зазвичай використовують тоді, 
коли хочуть продемонструвати, як з плином часу змінюється деяка 
величина.

П р и к л а д    4    На рисунку 29.3 наведено розподіл медалей, 
отриманих українськими школярами на міжнародних олімпіадах 
у 2016 р. Для цього використано кругову діаграму: круг зображає 
загальну кількість медалей, а кожному предмету відповідає певний 
сектор круга. 
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Аналіз даних, висновки та рекомендації
Статистичні відомості надходять з різних галузей знань і діяль-

ності людини: економіки, медицини, соціології, демографії, сіль-
ського господарства, метеорології, спорту тощо. Проте статистичні 
методи обробки (аналізу) даних багато в чому схожі. Ознайомимося 
з деякими з них.

Звернемося до прикладу 1. Наведена таблиця дозволяє дізна-
тися, скільки в середньому медалей за рік виборювали школярі 
України на міжнародних математичних олімпіадах. Для цього 
потрібно кількість усіх медалей, отриманих протягом періоду, що 
розглядається, поділити на кількість років. Наприклад, за період 
1993–2016 рр. маємо:
5 4 3 6 6 6 5 4 6 4 6 6 6 5 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6

24

130

24

5
5

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
= =

112
.

5 4 3 6 6 6 5 4 6 4 6 6 6 5 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6

24

130

24

5
5

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
= =

112
.

Оскільки за рік можна вибороти не більше ніж 6 медалей, то 

знайдене середнє значення 5
5

12
 свідчить про те, що команда Укра-

їни гідно виступає на цьому престижному форумі.
У статистичній інформації середні значення отриманих сукупнос-

тей даних трапляються досить часто. Наприклад, наведемо таблицю 
реалізації основних продуктів харчування через мережі великих 
магазинів у деяких країнах (у кілограмах на людину за рік).

Країна М’ясо
Риба та море

продукти
Зернові Овочі Фрукти

Австралія 118,1 22,1 86,6 93,8 103,5

Данія 111,9 24,3 139,5 102,2 146,5

Іспанія 122,0 27,4 98,9 143,3 105,4

Італія 91,0 26,2 162,6 178,3 131,0

Канада 99,0 25,6 119,3 120,3 119,2

США 123,4 21,1 110,8 123,5 113,5

Україна 33,9 15,6 158,4 116,0 36,4

Франція 98,3 31,2 117,2 142,9 95,5

Таку таблицю можуть використовувати, наприклад, економісти 
в дослідженнях, висновках і рекомендаціях, власники магазинів 
і виробники продукції при плануванні своєї діяльності.

Проте середнє значення не завжди точно (адекватно) відображає 
ситуацію. Наприклад, якщо в країні доходи різних верств населення 
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дуже різняться, то середній дохід на одну людину для більшості 
жителів може не відображати їхнього матеріального стану.

Наприклад, у якійсь країні 100 жителів — дуже багаті, а решта 
5 мільйонів — дуже бідні. Тоді показник середнього доходу може 
виявитися не низьким, а отже, неадекватно відображатиме загальну 
бідність населення.

У подібних випадках для аналізу даних використовують інші 
характеристики.

За допомогою прикладу 1 складемо таблицю, яка відображає 
кількість медалей кожного виду:

Золоті медалі Срібні медалі Бронзові медалі Без медалей

33 55 42 14

Таку таблицю називають частотною, а числа, записані в друго-
му рядку, — частотами.

Частота 55 показує, що українські школярі найчастіше завойо-
вували срібні медалі. Показник «срібні медалі» називають модою 
отриманих даних.

Це слово всім добре знайоме. Ми часто говоримо: «увійти 
в моду», «вийти з моди», «данина моді». У повсякденному житті 
мода означає сукупність поглядів і уподобань, яким більшість від-
дає перевагу в даний момент часу.

Саме мода є найважливішою характеристикою тоді, коли отри-
мана сукупність даних не є числовою множиною. Продемонструємо 
це на такому прикладі.

Одна відома фірма, яка планує постачати джинси в Україну, 
провела опитування репрезентативної вибірки, що складалася 
з 500 осіб. У результаті отримали таку частотну таблицю:

Розмір джинсів XS S M L XL XXL XXXL

Частота 52 71 145 126 59 40 7

Відносна частота (у %) 10,4 14,2 29 25,2 11,8 8 1,4

У третьому рядку цієї таблиці записано відношення відповідної 
частоти до величини вибірки. Це відношення, записане у відсотках, 
називають відносною частотою. Наприклад, для розміру XS маємо:

 
52

500
100 10 4æ = , (%).

Мода даної вибірки — це розмір М, і  їй відповідає відносна 
частота 29 %.
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Тим самим фірма отримала інформацію, що найбільшу части-
ну обсягів постачання (приблизно 29 %) мають складати джинси 
розміру M.

Зауважимо, що якби в таблиці дві частоти були б рівні та набу-
вали найбільших значень, то модою були б два відповідних розміри.

Вище ми навели приклад, коли середнє значення не точно 
відображає матеріальний стан людей у  країні. Більш повну ха-
рактеристику можна отримати, якщо середнє значення доповнити 
результатом такого дослідження.

Утворюють репрезентативну вибірку, яка складається з людей 
даної країни, і  отримують сукупність даних, яка складається 
з доходів. Далі відповідно до шкали, яка визначає рівень доходів 
(низький, середній, високий), розбивають отриманий ряд даних на 
три групи. Складають таблицю, до якої вносять значення частот 
і відносних частот: 

Рівень доходів Низький Середній Високий

Частота m n k

Відносна частота p % q % r %

Мода такої сукупності даних може характеризувати рівень до-
ходів у країні.

Дослідження сукупності даних можна порівняти з роботою лі-
каря, який ставить діагноз. Залежно від скарг пацієнта або симп-
томів, що спостерігаються, лікар вибирає певну методику пошуку 
причини хвороби. Зрозуміло, що ця методика визначає точність 
діагнозу. Так само й у статистиці: залежно від зібраної інформа-
ції та способу її отримання застосовують різні методи її обробки. 
Ці методи можуть доповнювати один одного, якийсь із них може 
точніше (адекватніше), ніж інші, відображати конкретну ситуацію. 
Так, аналізуючи виступи українських школярів на міжнародних 
математичних олімпіадах, можна встановити, що статистичні 
характеристики середнє значення та  мода вдало узгоджуються. 
А в прикладі, який визначає ходовий розмір джинсів, найбільш 
прийнятним є пошук моди.

Чим більшим є арсенал методик обробки даних, тим об’єктив
ніший висновок можна отримати.

Ознайомимося ще з однією важливою статистичною характе-
ристикою.

Сім’я вирішила зробити ремонт на кухні та цікавиться, скільки 
коштує покласти один квадратний метр кахляної плитки. Вивчив-
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ши прейскурант 11 будівельних фірм, вони отримали таку інфор-
мацію (ціни записано в гривнях у порядку зростання):

80, 80, 90, 90, 100, 130, 180, 200, 300, 450, 500.
Сім’я хоче вибрати фірму із середніми цінами.
Середнє значення отриманої сукупності даних дорівнює 200.
Проте отримані дані показують, що ціну 200 грн скоріше можна 

віднести до високих, ніж до середніх.
Зазначимо, що число 130 стоїть посередині упорядкованої су-

купності даних. Його називають медіаною цієї вибірки. У розгля-
дуваній ситуації саме медіана допомагає вибрати фірму із середніми 
цінами. Справді, у послідовності з 11 чисел є п’ять менших від 130 
і п’ять більших за 130.

Тепер розглянемо упорядковану сукупність даних, яка склада-
ється з парної кількості чисел, наприклад з восьми:

1, 4, 4, 7, 8, 15, 24, 24.
Тут «серединою» вибірки є одразу два числа: 7 і 8. Вважають, 

що медіана такої вибірки дорівнює їхньому середньому арифме-

тичному: 
7 8

2
7 5

+
= , .

Середнє значення, моду та медіану називають мірами централь-
ної тенденції отриманої сукупності даних.

ВПРАВИ

29.1.° Користуючись таблицею середніх річних температур повітря 
в  окремих містах України, побудуйте відповідну стовпчасту 
діаграму.

Місто Температура, °C Місто Температура, °C

Львів 7,8 Черкаси 7,7

Ужгород 10,1 Полтава 7,6

Київ 8,4 Донецьк 8,5

Суми 6,8 Луганськ 8,8

Одеса 10,7 Херсон 10,3

Миколаїв 10,0

29.2.° Користуючись таблицею розвитку Київського метрополітену, 
побудуйте графік зростання довжини його ліній.

29.3.° Користуючись таблицею розвитку Київського метрополітену, 
побудуйте графік збільшення кількості його станцій.
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Рік
Кількість 
станцій

Довжина 
ліній, км

Рік
Кількість 
станцій

Довжина 
ліній, км

1960 5 5,2 2000 40 51,4

1965 10 12,7 2004 43 56,3

1971 14 18,1 2008 46 59,8

1976 17 20,42 2010 49 63,6

1981 23 27,72 2011 50 65,08

1987 28 32,6 2012 52 66

1992 35 43,1 2013 53 67,5

29.4.° Визначте, чи є репрезентативною вибірка:
1) щоб дізнатись, як часто жителі міста у вихідні дні бувають 

на природі, було опитано членів трьох садових кооперативів;
2) з метою виявлення знання дев’ятикласниками напам’ять вір

шів Лесі Українки, випадковим чином було опитано 4 тисячі 
дев’ятикласників у різних регіонах країни;

3) для визначення відсотка користувачів Інтернету в Україні 
випадковим чином опитали 500 киян;

4) для з’ясування рейтингу молодіжної телепрограми випадко-
вим чином було опитано 10 тисяч юнаків і дівчат у віці від 
15 до 20 років.

29.5.° Знайдіть міри центральної тенденції сукупності даних:
1) 3, 3, 4, 4, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 10;
2) 12, 13, 14, 16, 18, 18, 19, 19, 19.

29.6.° Дівчата 9 класу на уроці фізкультури здавали залік зі стриб-
ків у висоту. Учитель записав таку послідовність результатів:
105 см, 65 см, 115 см, 100 см, 105 см, 110 см, 110 см, 115 см, 
110 см, 100 см, 115 см.
Знайдіть середнє значення та медіану отриманих даних.

29.7.• Класний керівник 9 класу веде облік відвідування учнями 
занять. Наприкінці тижня його записи мали такий вигляд:

День тижня Понеділок Вівторок Середа Четвер П’ятниця

Кількість  
відсутніх

3 2 5 4 8

1) Знайдіть, скільки учнів були відсутніми в середньому в день 
протягом цього тижня.

2) Знайдіть моду отриманих даних.
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 Рис. 29.4

29.8.• У 9 класі, у якому навчається 23 учні, провели опитування: 
скільки приблизно годин на день витрачає дев’ятикласник на 
виконання домашніх завдань. Відповіді учнів подано у вигляді 
гістограми (рис. 29.4). 
1) Заповніть частотну таблицю:

Час, витрачений на виконання  
домашніх завдань, год

0 1 2 3 4

Частота

Відносна частота 

2) 	Скільки часу на день у  середньому витрачає учень цього 
класу на виконання домашнього завдання? (Знайдіть середнє 
значення ряду даних.)

3) 	Скільки часу на виконання домашнього завдання витрачає 
більшість дев’ятикласників цього класу? (Знайдіть моду ряду 
даних.)

29.9.• На рисунку 29.5 зображено стовпчасту діаграму результатів 
письмової роботи з алгебри у трьох дев’ятих класах.
1) Заповніть частотну таблицю:

Кількість балів 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Частота

Відносна частота 

2) 	Знайдіть середній бал, отриманий учнями за цю письмову 
роботу.

3) 	Знайдіть моду отриманих даних.
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Рис. 29.5

29.10.• За результатами останньої контрольної роботи з алгебри, 
яка була проведена у вашому класі, заповніть частотну таблицю, 
наведену в задачі 29.9.

1) 	Знайдіть середній бал, отриманий учнями за цю контрольну 
роботу.

2) 	Знайдіть моду отриманих даних.

29.11.•  Учнів однієї херсонської школи опитали, скільки разів 
у житті вони літали на літаку. Отримані дані наведено в таблиці:

Кількість здійснених польотів 0 1 2 3 4 5

Кількість учнів 530 92 46 30 8 4

Відносна частота (%)

1) 	Заповніть третій рядок таблиці.

2) 	Подайте отримані дані у вигляді стовпчастої діаграми.

3) 	Знайдіть моду та середнє значення отриманих даних.

4) 	Поясніть, чи можна вважати вибірку, що розглядається,  
репрезентативною  для  висновків  щодо  всіх  школярів  
м. Херсона.

29.12.• Випишіть усі ваші оцінки з  алгебри, отримані протягом 
року. Знайдіть середнє значення, моду та медіану отриманого 
ряду даних.

29.13.• Директор фірми отримує 50 000 грн на місяць, два його за-
ступники — по 20 000 грн, а решта 17 робітників фірми — по 
4500 грн на місяць. Знайдіть середнє значення, моду, медіану 
заробітних плат у цій фірмі.
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29.14.• Прочитайте один із найвідоміших віршів Т. Г. Шевченка:
Садок вишневий коло хати,
Хрущі над вишнями гудуть,
Плугатарі з плугами йдуть,
Співають ідучи дівчата,
А матері вечерять ждуть.

Сім’я вечеря коло хати,
Вечірня зіронька встає.
Дочка вечерять подає,
А мати хоче научати,
Так соловейко не дає.

Поклала мати коло хати
Маленьких діточок своїх;
Сама заснула коло їх.
Затихло все, тілько дівчата
Та соловейко не затих.1

Для букв «а», «е», «і», «ї», «н», «о», «р», «у», «ф», «я» складіть 
частотну таблицю їх наявності в поданому вірші. Визначте моду 
отриманих даних.

29.15.•  Протягом травня 2016 р. температура повітря в К иєві 
о 8 год ранку становила:

Дата
Темпе- 

ратура, °С Дата
Темпе- 

ратура, °С Дата
Темпе- 

ратура, °С

01.05.2016 13,1 11.05.2016 17,8 21.05.2016 14,0

02.05.2016 15,3 12.05.2016 15,0 22.05.2016 16,9

03.05.2016 15,7 13.05.2016 16,6 23.05.2016 18,7

04.05.2016 15,4 14.05.2016 12,6 24.05.2016 17,4

05.05.2016 16,2 15.05.2016 13,1 25.05.2016 16,1

06.05.2016 13,1 16.05.2016 13,5 26.05.2016 16,8

07.05.2016 10,5 17.05.2016 8,8 27.05.2016 20,1

08.05.2016 14,2 18.05.2016 12,4 28.05.2016 19,2

09.05.2016 15,5 19.05.2016 9,5 29.05.2016 20,7

10.05.2016 17,5 20.05.2016 10,8 30.05.2016 17,3

31.05.2016 17,4

Знайдіть міри центральної тенденції отриманих даних.

1 Т. Г. Шевченко. Твори у 12 т. Інститут літератури ім. Т. Г. Шевченка 
Академії наук України. — К. : Наукова думка, 2003. — Т. 2. — С. 17.
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Метод математичної індукції

Нехай потрібно довести, що деяке твердження є правильним 
для будь-якого натурального значення n.
Доведення цього факту методом математичної індукції склада-
ється з двох частин (теорем):
1) 	доводять (перевіряють) справедливість твердження для n = 1 

(база індукції);
2) 	роблять припущення, що твердження є  правильним для 

n = k, і на підставі цього доводять, що воно є правильним 
для n = k + 1 (індуктивний перехід).

Правило суми

Якщо множини A і B такі, що n (A) = m, n (B) = k, A B  = ∅,  

то вибір «a або b», де a ∈ A, b ∈ B, можна здійснити m + k спо-
собами.

Правило добутку

Якщо елемент a можна вибрати m способами та після кожного 
такого вибору елемент b можна вибрати k способами, то вибір 
«a і b» у вказаному порядку, тобто вибір упорядкованої пари 
(a; b), можна здійснити mk способами.

Упорядкована множина

Множину M, яка складається з n елементів ( ),n ∈�  називають 

упорядкованою, якщо між нею та множиною, яка складається 
з перших n натуральних чисел, установлено взаємно однознач-
ну відповідність.

Перестановки, розміщення, комбінації

Перестановкою скінченної множини M називають будь-яку 
упорядковану множину, утворену з усіх елементів множини M.
Pn = n!

29.16.• Побудуйте ряд: 1) з п’яти чисел; 2) із шести чисел, у якого:
а) середнє значення дорівнює медіані;
б) середнє значення більше за медіану.
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Будь-яку k-елементну впорядковану підмножину даної n-еле
ментної множини називають розміщенням з  n елементів 
по k елементів.

A n n n n kn
k = − − − +( ) ( ) ... ( );1 2 1æ æ  An

k n

n k
=

−

!

( )!

Будь-яку k-елементну підмножину заданої n-елементної мно-
жини називають сполукою (комбінацією) з  n елементів по 
k елементів.

Cn
k n

k

k

A

P
= ;  Cn

k n

n k k
=

−

!

( )! !

Класичне означення ймовірності

Якщо випробування може закінчитися одним з n рівноможливих 
результатів, з яких m приводять до настання події A, то ймо-

вірністю події A називають відношення 
m

n
.

Міри центральної тенденції сукупності даних

Середнє значення, мода та медіана.



§ 7 Числові послідовності

•• Предметом вивчення цього параграфа є функції, областю визначення 
яких є множина натуральних чисел або підмножина її перших n чисел. 
Ви вивчите властивості цих функцій, ознайомитеся зі способами їх 
задання, а також з  їх окремими видами — арифметичною та геоме-
тричною прогресіями. 

•• Навчитеся знаходити члени прогресій, обчислювати суми n перших 
їхніх   членів, записувати нескінченні періодичні десяткові дроби 
у вигляді звичайних дробів.

	 30.	 Числові послідовності

Часто в повсякденному житті нам трапляються об’єкти, з якими 
зручно мати справу, якщо їх попередньо пронумерувати. Напри-
клад, номери мають місяці та квартали року, дні тижня, під’їзди та 
квартири будинку, вагони поїзда, і навіть кожному учневі вашого 
класу присвоєно свій порядковий номер у класному журналі.

Об’єкти, які пронумеровано поспіль натуральними числами 1, 
2, 3, ..., n, ..., утворюють послідовності.

Так, можна говорити про послідовності сторінок книги, букв 
слова, поверхів будинку тощо.

Об’єкти, які утворюють послідовність, називають членами 
послідовності. Кожний член послідовності має свій номер. На
приклад, січень — це перший член послідовності місяців року, 
число 3 — другий член послідовності простих чисел. Узагалі, якщо 
член послідовності має номер n, то його називають n-м членом 
послідовності.

Якщо членами послідовності є числа, то таку послідовність на-
зивають числовою.

Наведемо приклади числових послідовностей.
1, 2, 3, 4, 5, ... — послідовність натуральних чисел;
2, 4, 6, 8, 10, ... — послідовність парних чисел;
0,3; 0,33; 0,333; ... — послідовність десяткових наближень 

дробу 
1

3
;

19, 38, 57, 76, 95 — послідовність двоцифрових чисел, кратних 19;
–1, –2, –3, –4, –5, ... — послідовність від’ємних цілих чисел.
Надалі ми розглядатимемо тільки числові послідовності.
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Послідовності бувають скінченними і нескінченними. Напри-
клад, послідовність парних натуральних чисел — це нескінчен-
на послідовність, а  послідовність двоцифрових чисел, кратних 
19, — це скінченна послідовність.

Для позначення членів послідовності використовують букви 
з індексами:

a1, a2, a3, ..., an, ... .
Індекс указує порядковий номер члена послідовності. Для позна-

чення самої послідовності використовують записи виду (an), (bn), (cn) 
і т. д. Наприклад, послідовність простих чисел можна позначити 
так: (pn). Маємо: p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7, p5 = 11 і т. д.

Послідовність вважають заданою, якщо вказано правило, за 
допомогою якого можна знайти будь-який її член.

Якщо правило описано словами, то такий спосіб задання по-
слідовності називають описовим. Наведемо приклад послідовності, 
заданої описово.

Кожний член послідовності дорівнює остачі при діленні його 
номера на 3. Випишемо кілька перших членів цієї послідовності:

1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, ... .
Якщо послідовність є скінченною, то її можна задати за допо-

могою таблиці. Наприклад, наведена таблиця задає послідовність 
кубів одноцифрових натуральних чисел:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

an 1 8 27 64 125 216 343 512 729

Ми навели приклад послідовності, заданої таблично.
Послідовність можна задати за допомогою формули. Наприклад, 

рівність xn = 2n, де змінна n набуває всіх натуральних значень, за-
дає послідовність (xn) натуральних степенів числа 2. Ми задали цю 
послідовність за допомогою формули n-го члена. Випишемо кілька 
перших членів цієї послідовності:

2, 4, 8, 16, 32, ... .
Розглянемо кілька прикладів задання послідовності за допо-

могою формули n-го члена.
Формула an = 2n – 1 задає послідовність натуральних непарних 

чисел:
1, 3, 5, 7, 9, ... .

Формула yn =  (–1)n задає послідовність (yn), у  якої всі члени 
з непарними номерами дорівнюють –1, а всі члени з парними но-
мерами дорівнюють 1:

–1, 1, –1, 1, –1, ... .



30.  Числові послідовності 319

Формула cn = 7 задає послідовність (cn), усі члени якої дорів-
нюють числу 7:

7, 7, 7, 7, 7, ... .
Послідовність, усі члени якої рівні, називають стаціонарною.
Наведені способи задання послідовностей допомагають просте-

жити зв’язок між поняттями «функція» і «послідовність».
Розглянемо функцію y = f (x), областю визначення якої є мно-

жина натуральних чисел або множина n перших натуральних 
чисел. Тоді функція f задає нескінченну послідовність f (1), f (2), 
..., f (n), ... або скінченну послідовність f (1), f (2), ..., f (n). Можна 
сказати, що нескінченна послідовність являє собою функцію, об-
ластю визначення якої є множина �,  а скінченна послідовність, 
що складається з  n членів, — це функція, область визначення 
якої — множина n перших натуральних чисел. Іншими словами, 
нескінченна послідовність — це відображення множини �  на де-
яку непорожню множину А, а скінченна послідовність — це відо-
браження множини {1, 2, …, n} на деяку непорожню множину В.

Наприклад, функцію y  = x2, D y( ) ,= �  можна розглядати як 

послідовність квадратів натуральних чисел:
1, 4, 9, 16, 25, ... .

Також можна сказати, що, наприклад, стаціонарна послідовність 
7, 7, 7, 7,  ... — це відображення множини �  на множину {7}.

Нерідко послідовність задають правилом, яке дає змогу знайти 
наступний член, знаючи попередній.

Розглянемо послідовність (an), задану описово таким чином: пер-
ший член якої дорівнює 1, а кожний наступний член послідовності 
в 3 рази більший за попередній. Маємо:

1, 3, 9, 27, 81, ... .
Цю саму послідовність також можна визначити за допомогою 

таких умов:
a1 = 1 і an + 1 = 3an для будь-якого n ∈�.

Ці рівності вказують перший член послідовності та правило, 
користуючись яким за кожним членом послідовності можна знайти 
наступний за ним член. Маємо:

a1 = 1,
a2 = 3a1 = 3,
a3 = 3a2 = 9,
a4 = 3a3 = 27 і т. д.

Формулу, яка виражає член послідовності через один або кіль-
ка попередніх членів, називають рекурентною формулою (від ла-
тин. recurro — повертатися). У наведеному прикладі це формула 
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an + 1 = 3an, де n — будь-яке натуральне число. Умови, які визна-
чають перший або кілька перших членів, називають початковими 
умовами. У розглядуваному прикладі початкова умова — це рів-
ність a1 = 1. Спосіб задання послідовності за допомогою початкових 
умов і  рекурентної формули називають рекурентним способом 
задання послідовності1.

Зазначимо, що знання лише рекурентної формули не дає змогу 
задати послідовність. Мають бути ще вказані початкові умови.

При рекурентному способі задання послідовності перший або кілька 
перших членів послідовності є заданими, а всі інші обчислюють один 
за одним. Із цієї точки зору спосіб задання послідовності формулою 
n-го члена видається більш зручним: за його допомогою можна од-
разу знайти потрібний член послідовності, знаючи лише його номер.

П р и к л а д    1    Послідовність (cn) задано формулою n-го члена 
cn = 37 – 3n. Чи є членом цієї послідовності число: 1) 19; 2) –7? 
У разі ствердної відповіді вкажіть номер цього члена.

Розв’язання. 1) Якщо число 19 є членом даної послідовності, 
то існує таке натуральне значення n, при якому виконується рів-
ність 37 – 3n = 19. Звідси 3n = 18; n = 6. Отже, число 19 є шостим 
членом послідовності (cn).

2) Маємо: 37 – 3n = –7; 3n = 44; n = 14
2

3
.  Оскільки число 14

2

3
 

не є натуральним, то число –7 не є членом даної послідовності.
Відповідь: 1) Так, n = 6; 2) ні. ◄

П р и к л а д    2    Послідовність (an) задано рекурентно: a1 = 15, 
an + 1 = 7an + 1. Чи може число 1001 бути членом цієї послідовності?

Розв’язання. Кожний член послідовності (an) є цілим числом, 
яке при діленні на 7 дає в остачі 1. Оскільки число 1001 ділиться 
націло на 7, то воно не може бути членом цієї послідовності. ◄

П р и к л а д    3    Послідовність (an) задано формулою n-го члена 

an

n

n
=

+1
.  Задайте її рекурентно.

Розв’язання. Маємо: a1 = 2. У формулі n-го члена виразимо n 
через an. Маємо: nan = n + 1; n (an – 1) = 1. Оскільки an ≠ 1, то мож-

на записати: n
an

=
−

1

1
.

1 У цьому параграфі в записі рекурентних формул припускатимемо, 
що n може набувати будь-яких натуральних значень.
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Маємо: an
n

n

n

n

n

n

a

a

a

a
+ = = =

+

+

−
+

−
+

−
1

2

1

1

1
2

1

1
1

2 1
.

Відповідь: a1 = 2, an
n

n

a

a
+ =

−
1

2 1
.  ◄

П р и к л а д    4    Послідовність (an) задано рекурентно: a1 = 5, 
a2 = 13, an + 2 = 5an + 1 – 6an. Доведіть, що цю послідовність можна 
задати формулою n-го члена an = 2n + 3n.

Розв ’язання. Доведення проведемо методом математичної 
індукції.

При n = 1 отримуємо: a1 = 5 = 21 + 31; при n = 2 отримуємо:  
a2 = 13 = 22 + 32, тобто теорема «база індукції» є правильною.

Нехай ak = 2k + 3k і ak + 1 = 2k + 1 + 3k + 1. Маємо:
a a ak k k

k k k k k k k
+ +

+ += − = + − − = + − −2 1
1 15 6 5 2 5 3 6 2 6 3 5 2 2 5 3 3 6 2æ æ æ æ æ æ æ æ æ 66 3æ k =

a a ak k k
k k k k k k k

+ +
+ += − = + − − = + − −2 1

1 15 6 5 2 5 3 6 2 6 3 5 2 2 5 3 3 6 2æ æ æ æ æ æ æ æ æ 66 3æ k =

= + = ++ +4 2 9 3 2 32 2æ æk k k k .  

Тим самим доведено теорему «індуктивний перехід».
Отже, an = 2n + 3n для будь-якого натурального n. ◄

Приклад   5    Послідовність (an) задано рекурентно: a1 = 1, a2 = 2, 

an
n

n

a

a
+

+=
+

2
1 1

.  Знайдіть a1000.

Розв’язання. Запишемо кілька перших членів послідовності:
a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 2, a5 = 1, a6 = 1, a7 = 2.

У даній послідовності кожний член, починаючи з третього, одно-
значно визначається двома попередніми членами. Ми бачимо, що 
a6 = a1 і a7 = a2. Отже, не проводячи подальших обчислень, можна 
зробити висновок, що a8 = a3, a9 = a4, a10 = a5 і, узагалі, an + 5 = an 
для будь-якого натурального n. Про таку послідовність говорять, 
що вона є періодичною з періодом, який дорівнює 5. У цій по-
слідовності члени, номери яких конгруентні за модулем 5, рівні. 
Звідси a1000 = a5 = 1. ◄

	 1.	Що утворюють об’єкти, які пронумеровано поспіль натуральними 
числами?

	 2.	Як називають об’єкти, які утворюють послідовність?
	 3.	Як називають член послідовності, який має номер n?
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	 4.	Яку послідовність називають числовою?
	 5.	У якому разі послідовність вважають заданою?
	 6.	Які способи задання послідовності ви знаєте?
	 7.	Поясніть, що таке формула n-го члена послідовності.
	 8.	Який зв’язок між поняттями «функція» і «послідовність»?
	 9.	Поясніть, що таке рекурентна формула.

ВПРАВИ

30.1.° Запишіть у порядку зростання п’ять перших членів послі-
довності:
1) двоцифрових чисел, кратних числу 4;
2) неправильних звичайних дробів із чисельником 11;
3) натуральних чисел, що дають при діленні на 8 остачу 5.
Укажіть, скінченними чи нескінченними є ці послідовності.

30.2.° Знайдіть чотири перших члени послідовності (an), заданої 
формулою n-го члена:

1) an = 4n – 3;   2) an

n

n
=

+2 1
;    3) an

n

n
=

2
;    4) a nn = +{ }1

2
.

30.3.° Знайдіть другий, сьомий і  сотий члени послідовності (bn), 
заданої формулою n-го члена:

1) bn = n2 + 2n;	 2) bn

n

n
=

+ −1 1( )
; 	 3) b nn = +





1

2
.

30.4.° Послідовність (cn) задано формулою n-го члена cn = (–1)n . 5. 
Знайдіть: 1) c1; 2) c8; 3) c2k; 4) c2k + 1.

30.5.° Знайдіть п’ять перших членів послідовності (an), якщо:

1) a1 = 4, an + 1 = an + 3;	     3) a1 = 1, a2 = –2, an + 2 = 
a

a
n

n

+1 .

2) a1 = –2, a2 = 6, an + 2 = 3an + an + 1;

30.6.° Знайдіть п’ять перших членів послідовності (bn), якщо:

1) b1 = 18, bn
nb

+ = −1
3

; 	            3) b1 = –1, bn
nb

+ =1

1
.

2) b1 = –1, b2 = 2, b b bn n n+ += +2
2

12 ;

30.7.° Послідовність (an) задано формулою n-го члена an = 7n + 2. Чи 
є членом цієї послідовності число: 1) 149; 2) 47? У разі ствердної 
відповіді вкажіть номер цього члена.

30.8.° Послідовність (bn) задано формулою n-го члена an = 7n + 2. Чи 
є членом цієї послідовності число: 1) 16; 2) 77? У разі ствердної 
відповіді вкажіть номер цього члена.
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30.9.° Послідовність (an) задано рекурентно: a1 = 1, an + 1 = an + 3. 
Чи є членом цієї послідовності число 999?

30.10.° Послідовність (bn) задано рекурентно: b1 = 2, bn + 1 = 2bn. Чи 
є членом цієї послідовності число 1024?

30.11.° Скільки від’ємних членів містить послідовність (xn), задана 
формулою n-го члена xn = 6n – 50?

30.12.° Знайдіть номер першого від’ємного члена послідовності (yn), 
заданої формулою n-го члена yn = 38 – 3n.

30.13.• Послідовність (an) задано формулою n-го члена an = n2 – 3n – 8. 
Знайдіть номери членів цієї послідовності, які менші від 10.

30.14.• Послідовність (bn) задано формулою n-го члена bn = –n2 + 
+ 15n – 20. Скільки членів цієї послідовності більші за 16?

30.15.• Підберіть одну з можливих формул n-го члена послідовності, 
першими членами якої є числа:
1) 1, 4, 9, 25, ...;	 4) 0, 2, 0, 2, 0, ...;	

2) 5, 8, 11, 14, 17, ...;	 5) 0, 1, 0, 
1

2
,  0, 

1

3
,  0, 

1

4
,  ...;

3) 0, 
1

2
,  

2

3
,  

3

4
,  

4

5
,  ...;	 6) 2, 0, 

2

3
,  0, 

2

5
,  0, 

2

7
,  0, ... .

30.16.• Підберіть одну з можливих формул n-го члена послідовності, 
першими членами якої є числа:

1) 2, 9, 28, 65, 126, ...;	 4) 1, 2, 
1

3
,  4, 

1

5
,  6, 

1

7
,  ...;

2) 
1

2
,  

1

6
,  

1

12
,  

1

20
,  

1

30
,  ...;	 5) –1, 1, 3, 3, 3, ... .

3) –2, −
1

2
,  −

4

3
,  −

3

4
,  −

6

5
,  −

5

6
,  ...;

30.17.• Послідовність (an) задано рекурентно: a1 = 4, a an n+ =  1 .  

Знайдіть a2010.

30.18.• Послідовність (an) задано формулою n-го члена. Задайте її 
рекурентно:

1) an = 2n – 3;	 2) an

n

n
=

+ 2
; 	 3) an = n2.

30.19.• Послідовність (an) задано формулою n-го члена. Задайте її 
рекурентно:

1) an = n;	 2) an
n

=
+

1

1
; 	 3) a nn = .
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30.20.•• Чи існують такі значення a, при яких послідовність є ста-
ціонарною:
1) x1 = a, x x xn n n+ = − +1

2 4 6; 	 2) x1 = a, x x xn n n+ = − +1
2 3 5?

30.21.•• Знайдіть сто перший член послідовності (an), якщо a1 = 1, 

a2 = 2, an
n

n

a

a
+

+=2
1 .

30.22.•• Знайдіть сто перший член послідовності (an), якщо a1 = 0, 
a2= 1, an + 2 = an + 1 – an.

30.23.••  Послідовність задано рекурентно: a1 = 7, a2 = 25, an + 2 = 
= 7an + 1 – 12an. Доведіть, що всі члени цієї послідовності при 
діленні на 3 дають в остачі 1.

30.24.•• Послідовність задано рекурентно: a1 = 5, an + 1 = 4an – 3. До-
ведіть, що всі члени цієї послідовності з непарними номерами 
діляться націло на 5.

30.25.•• Послідовність задано рекурентно: a1 = 8, an + 1 = 7an – 6. До-
ведіть, що всі члени цієї послідовності при діленні на 3 дають 
в остачі 2.

30.26.•• Послідовність задано рекурентно: a1 = 7, a2 = 29,  an + 2 = 
= 7an + 1 – 10an. Доведіть, що an = 2n + 5n.

30.27. Послідовність задано рекурентно: a1 = 4, an + 1 = 2an – 3. До-
ведіть, що an = 2n – 1 + 3.

30.28.•• Знайдіть формулу n-го члена послідовності, заданої реку-
рентно:
1) a1 = 1, an + 1 = 2an + 1;	

2) a1

1

2
= ,  an

na
+ =

−1

1

2
;

3) a1 = 0, a a an n n+ = + + +1 2 1 1.

30.29.••  Послідовність задано рекурентно: a1 = 1, an + 1 = an + 8n. 
Доведіть, що будь-який член цієї послідовності є  квадратом 
натурального числа.

30.30.*  Послідовність задано рекурентно: a1 = 1, a a an + = + +1 1
2

2
2   

+ + +... .a nn
2  Доведіть, що в цій послідовності всі члени, крім 

першого, не є квадратами натуральних чисел.

30.31.* Для послідовності (xn) справедлива така рекурентна форму-
ла: x x xn n n+ = − +1

2 2 2. Знайдіть всі значення x1, при яких ви-

конується рівність x1 = x1000.
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ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

30.32. З міста виїхав мікроавтобус. Через 10 хв після нього із цього 
міста виїхав у тому самому напрямі легковий автомобіль, який 
наздогнав мікроавтобус на відстані 40 км від міста. Знайдіть 
швидкість мікроавтобуса, якщо вона на 20 км/год менша від 
швидкості легкового автомобіля.

30.33. З найдіть усі значення параметра a, при яких множина 

розв’язків системи нерівностей 
x x

x a

2 6 0− − <
>





,
 містить рівно три 

цілих числа.

30.34. Числа  p  і  10p2 + 11 є простими. Знайдіть число p.

30.35. Розв’яжіть нерівність ( ) .x x x2 29 6 5 0− − + l

Про кролів, соняшники, соснові шишки 
та  золотий переріз 

Розглянемо послідовність (un), яку задано рекурентно такими 
співвідношеннями:

u1 = u2 = 1,  un + 2 = un + 1 + un.
Запишемо кілька її перших членів:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... .
Члени цієї послідовності називають числами Фібоначчі. Така 

назва пов’язана з  тим, що італійський математик Леонардо Пі-
занський (Фібоначчі), розв’язуючи популярну у XII ст. задачу про 
чисельність потомства пари кролів, першим звернув увагу на чудові 

Леонардо Пізанський  
(Фібоначчі) 
(12–13 ст.)

Італійський математик. Подорожуючи  
країнами Сходу, ознайомився з досягненнями 

арабських математиків і сприяв поширенню  
цих знань у Європі. Його основні праці:  

«Liber Abaci» (1202) — трактат про арифметику 
й алгебру, «Practica Geometriae» (1220) 

започаткували застосування  
алгебраїчних методів у геометрії.
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властивості цієї послідовності. У цій задачі чисельність потомства 
кролів збільшується так: кожна доросла пара кролів щомісяця 
приносить пару кроленят, які через місяць також починають при-
носити потомство. На рисунку 30.1 кількість пар кролів відповідає 
послідовності чисел Фібоначчі.

1 міс.

2 міс.

3 міс.

4 міс.

Рис. 30.1

На числа Фібоначчі можна натрапити в різних ситуаціях. Уявіть 
собі, що ви йдете доріжкою, вимощеною квадратними плитками 
в один ряд, ступаючи кожного разу на наступну плитку або через 
одну. У цьому разі кількість способів пройти доріжку з n плиток 
дорівнює n-му члену послідовності Фібоначчі (перевірте це само-
стійно, наприклад, для випадку n = 8).

Навіть деякі явища природи пов’язані із числами Фібоначчі.
Якщо подивитися на насіння в голівці соняшника або ромашки, 

то можна побачити, що зернятка розміщені у вигляді двох сімейств 
спіралей, які закручуються в протилежних напрямках. Кількість 
спіралей у цих сімействах є сусідніми членами послідовності Фі-
боначчі. Зазвичай для соняшника ці числа дорівнюють 34 і 55, 
проте трапляються й гіганти з 89 і 144 спіралями. Подібну власти-
вість1 можна виявити в структурі соснових шишок. Те саме явище 

1 У ботаніці таке сполучення двох сімейств спіралей називають філо-
таксисом.
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спостерігається й  на плодах ананаса, де спіралей, як правило, 
буває 8 і 13.

Числа Фібоначчі мають цілу низку цікавих властивостей.
Якщо в послідовності Фібоначчі для кожного n ∈�  обчислити 

відношення 
u

u

n

n

+ 1 ,  то отримаємо послідовність 1; 2; 1,5; 1,(6); 1,6; 

1,625; 1,(615384); 1,61(904761);  ... .
Цій послідовності притаманна така властивість: зі зростанням 

номерів її члени все менше й  менше відрізняються від числа 

5 1

2
1 618

+
≈ , .

Ще в давнину із цим числом люди пов’язували своє уявлення 
про красу та гармонію. Грецькі скульптори добре знали про від-
повідність правильних пропорцій людського тіла цьому магічному 
числу. І недаремно античні зодчі використовували його у  своїх 
безсмертних творіннях. Так, відношення довжини Парфенона1 до 
його висоти наближено дорівнює 1,618. Геній епохи Відродження 
Леонардо да Вінчі вважав, що з багатьох відношень, які використо-
вує Творець, існує одне, єдине й неповторне. Саме його він назвав 
«золотим перерізом».

Розглянемо ще один приклад. Запишемо рівності:

1
1

1
= ;  1

1 2

11
+ = ;  1

1

1

3

21
1

+ =
+

;  1
1

1

1

5

31

1
1

+ =
+

+

;  1
1

1

1

1

8

51

1

1
1

+ =
+

+
+

;  

1
1

1

1

1

1

13

81

1

1

1
1

+ =
+

+
+

+

 і т. д.

1 Парфенон — храм в Афінах, побудований у V ст. до н. е.
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Бачимо, що праві частини виписаних рівностей являють собою 
відношення двох сусідніх членів послідовності Фібоначчі.

Маємо: 1 1
1

1

1 1 1+ = + = =

−

− − ++

u

u

u

u

u u

u

u

uk

k

k

k

k k

k

k

k

.

Оскільки є справедливою рівність 

1
1

1

1+ =

−

+

u

u

u

uk

k

k

k

,

то ми фактично методом математичної індукції довели, що

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1+ =

+
+

+
+

+

...

.

...

u

u
n

n

n
«червоних»

оäèíèöь

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1+ =

+
+

+
+

+

...

.

...

u

u
n

n

Наведемо ще кілька властивостей, притаманних числам Фібо-
наччі:

1) 	u1 + u2 + ... + un = un + 2 – 1;

2) 	u1 + u3 + u5 + ... + u2n – 1 = u2n;

3) 	u2 + u4 + u6 + ... + u2n = u2n + 1 – 1;

4) 	u u u u un n n1
2

2
2 2

1+ + + = +... ;æ

5) 	u u un n n
n2

1 1
11= + −− +

+æ ( )  і n l2;

6) будь-яке натуральне число можна подати у  вигляді суми 
кількох різних чисел Фібоначчі.

Використовуючи метод математичної індукції, доведіть ці влас-
тивості самостійно.

Французький учений Жак Біне (1786–1856) вказав формулу 
n-го члена послідовності Фібоначчі:

an

n n

=

















+
−

−1 5

2

1 5

2

5
.

Важко повірити, що ця формула задає натуральні числа. Проте 
це так.
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	 31.	А рифметична прогресія

Розглянемо такі послідовності:
2, 7, 12, 17, 22, 27, ...;
1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; ...;
3, 1, –1, –3, –5, –7, ... .

Їм притаманна така характерна особливість: кожний наступний 
член послідовності отримано в результаті додавання до поперед
нього одного й того самого числа. Для першої послідовності це 
число дорівнює 5, для другої це число дорівнює 0,5, для третьої 
це число дорівнює –2.

З подібними послідовностями людям доводилося мати справу 
ще в давні часи, коли вони рахували предмети парами, отримую-
чи послідовність 2, 4, 6, ...; п’ятірками, отримуючи послідовність 
5, 10, 15, ...; десятками, отримуючи послідовність 10, 20, 30, ... 
тощо. Такі послідовності називають арифметичними прогресіями 
(від латин. progressio — рух уперед).

Означення. Арифметичною прогресією називають по-
слідовність, кожний член якої, починаючи з  другого, дорівнює 
попередньому члену, до якого додано одне й те саме число.

Число, про яке йдеться в означенні, дорівнює різниці наступно-
го й попереднього членів послідовності. Його називають різницею 
арифметичної прогресії та позначають буквою d (першою буквою 
латинського слова differentia — різниця).

Отже, якщо (an) — арифметична прогресія з різницею d, то
d = a2 – a1 = a3 – a2 = a4 – a3 = ...,

тобто для будь-якого натурального n виконується рівність 
an + 1 – an = d. Звідси отримуємо рекурентну формулу

an + 1 = an + d.
Отже, арифметичну прогресію можна задати рекурентно:

a1 = a, an + 1 = an + d

Таким чином, щоб задати арифметичну прогресію, потрібно 
вказати її перший член і різницю.

Наведемо кілька прикладів.
Якщо a1 = 2 і d = 5, то отримаємо арифметичну прогресію, по-

дану на початку пункту:
2, 7, 12, 17, 22, 27, ... .



§ 7.  Числові послідовності330

Якщо a1 = 1 і d = 2, то отримаємо арифметичну прогресію — по-
слідовність непарних чисел:

1, 3, 5, 7, 9, 11, ... .
Стаціонарна послідовність є арифметичною прогресією, у якої 

d = 0. Наприклад, для послідовності 5, 5, 5, 5, ... маємо: a1 = 5, d = 0. 
Покажемо, як можна задати арифметичну прогресію за допо-

могою формули n-го члена.
З означення арифметичної прогресії (an) випливає:

a2 = a1 + d;
a3 = a2 + d = (a1 + d) + d = a1 + d . 2;
a a d a d d a d4 3 1 12 3= + = + + = +( ) ;æ æ
a a d a d d a d5 4 1 13 4= + = + + = +( ) .æ æ

Наведені приклади допомагають дійти такого індуктивного ви-
сновку:

an = a1 + d (n – 1)

Цю гіпотезу можна довести методом математичної індукції 
(зробіть це самостійно). 

Записану рівність називають формулою n-го члена арифметич-
ної прогресії.

Розглянемо функцію f (x) = kx + b, у якої D f( ) = �  або D (f) = 
= {1, 2, ..., n}. Вона є арифметичною прогресією з різницею, яка 
дорівнює k. Справді, f (n + 1) – f (n) = k  (n + 1) + b – (kn + b) = k. 
Це означає, що послідовність f (1), f (2), ..., f (n), ... — арифметич-
на прогресія з різницею, яка дорівнює k.

Наприклад, кожна з послідовностей, заданих формулами an = 
= 7n – 2, bn = –3n + 4, c nn = +2 1,  є арифметичною прогресією.

Розглянута властивість має просту гео-
метричну інтерпретацію: якщо точки коор-
динатної площини лежать на невертикаль-
ній прямій та їхні абсциси є послідовними 
натуральними числами, то їхні ординати 
є членами арифметичної прогресії (рис. 31.1).

Установимо важливу властивість членів 
арифметичної прогресії (an). З означення 
арифметичної прогресії випливає, що при 
n > 1 виконуються рівності an – an – 1 = d 
і  an + 1 – an = d. Звідси an – an – 1 = an + 1 – an. 
Тоді при n > 1 отримуємо: 

  
an

n na a
= − ++1 1

2   

1 2 3 4 5

a1

a2

a3

a4

a5

Рис. 31.1
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Будь-який член арифметичної прогресії, крім першого, дорівнює 
середньому арифметичному двох сусідніх із ним членів1.

Правильним є й обернене твердження: якщо в послідовності 
кожний член, крім першого (і останнього, якщо прогресія скінчен-
на), дорівнює середньому арифметичному двох сусідніх із  ним 
членів, то ця послідовність є арифметичною прогресією. Справді, 

з рівності an
n na a

= − ++1 1

2
 отримуємо: 2an = an – 1 + an + 1; an – an – 1 = 

= an + 1 – an, тобто різниця наступного і попереднього членів даної 
послідовності є сталою. Це означає, що послідовність (an) — ариф-
метична прогресія.

Довівши два взаємно обернених твердження, тим самим ми до-
вели таку теорему.

Теорема 31.1. Послідовність, яка містить більше двох 
членів, є арифметичною прогресією тоді й тільки тоді, коли 
кожний її член, крім першого (і останнього, якщо послідовність 
скінченна), дорівнює середньому арифметичному двох сусідніх 
із ним членів.

П р и к л а д    1    Члени арифметичної прогресії (an) є цілими чис-
лами. Відомо, що a a3 6 406æ =  і при діленні дев’ятого члена про-

гресії на четвертий член у частці отримуємо 2, а в остачі 6. Знайдіть 
перший член і різницю прогресії.

Розв’язання. Запишемо: a3 = a1 + 2d, a4 = a1 + 3d, a6 = a1 + 5d, 
a9 = a1 + 8d. Тоді з урахуванням умови можна скласти таку систему 
рівнянь:

( ) ( ) ,

( ) .

a d a d

a d a d
1 1

1 1

2 5 406

8 2 3 6

+ + =

+ = + +




Цю систему можна розв’язати методом підстановки. Зробіть це 
самостійно. Отримуємо:

a

d

a

d

1

1

4

5

79

7

37

14

=

=




= −

= −






















,

,

,

.

1 Якщо арифметична прогресія є скінченною послідовністю, то її остан-
ній член такої властивості не має.
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Оскільки за умовою члени послідовності (an) — цілі числа, то 
шуканою відповіддю буде a1 = 4, d = 5. ◄

П р и к л а д    2    Чи можуть числа 1, 2,  3  бути членами однієї 
арифметичної прогресії?

Розв ’язання. Припустимо, що числа 1, 2,  3  — члени 
арифметичної прогресії (an) з різницею d (d ≠ 0) і відповідно до-
рівнюють an, am, ak. Тоді можна записати:

1 = a1 + d (n – 1),

2 11= + −a d m( ),

3 11= + −a d k( ).

Звідси 2 1− = −d m n( ),

3 1− = −d k n( ).

Оскільки k ≠ n, то 
2 1

3 1

−

−

−

−
=

m n

k n
.

Права частина цієї рівності є раціональним числом. Нескладно 
показати (зробіть це самостійно), що ліва частина рівності — число 
ірраціональне. Отже, отримана рівність є неправильною.

Таким чином, числа 1, 2,  3  не можуть бути членами однієї 
арифметичної прогресії. ◄

	 1.	Яку послідовність називають арифметичною прогресією?
	 2.	Яке число називають різницею арифметичної прогресії? Як позначають 

це число?
	 3.	Як можна задати арифметичну прогресію рекурентно?
	 4.	Що потрібно вказати, щоб задати арифметичну прогресію?
	 5.	Який вигляд має формула n-го члена арифметичної прогресії?
	 6.	Якими є необхідна і достатня умови того, що дана послідовність, яка 

містить більше двох членів, є арифметичною прогресією?

ВПРАВИ

31.1.° Серед поданих послідовностей укажіть арифметичні прогресії:
1) 3, –6, 12, –24;	 3) 5, 10, 5, 10;	 5) –5, –3, –1, 1;
2) 4, 8, 12, 16;	 4) 42, 39, 36, 33;	 6) 1,2; 1,3; 1,5; 1,6.

31.2.° Чи є арифметичною прогресією послідовність (у разі ствердної 
відповіді вкажіть різницю прогресії):
1) 24, 22, 20, 18;	 2) 16, 17, 19, 23;	 3) –3, 2, 7, 12?
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31.3.° Перший член арифметичної прогресії a1 = 4, а різниця d = 0,4. 
Знайдіть: 1) a3; 2) a11; 3) a32.

31.4.°  Перший член арифметичної прогресії a1 = 17, а  різниця 
d = –2. Знайдіть: 1) a4; 2) a15; 3) a60.

31.5.° Знайдіть різницю та двісті перший член арифметичної про-
гресії 2,6; 2,9; 3,2; ... .

31.6.° Знайдіть різницю арифметичної прогресії (xn), якщо x1 = 2, 
x8 = –47.

31.7.° З найдіть перший член арифметичної прогресії (yn), якщо 
y17 = 22, а різниця прогресії d = 0,5.

31.8.° Знайдіть формулу n-го члена арифметичної прогресії:
1) –5, –7, –9, –11, ...;	 3) a2, 2a2, 3a2, 4a2, ...;

2) 2, 2
1

6
,  2

1

3
,  2

1

2
,  ...;	 4) a + 3, a + 1, a – 1, a – 3, ... .

31.9.° Чи є членом арифметичної прогресії (cn):
1) число 20,4, якщо c1 = 11,4, а різниця прогресії d = 0,6;
2) число 38, якщо c1 = 8, а різниця прогресії d = 1,4?
У разі ствердної відповіді вкажіть номер цього члена.

31.10.° Знайдіть номер члена арифметичної прогресії 8,1; 8,5; 8,9; 
9,3; ..., який дорівнює 13,7.

31.11.° Знайдіть другий член арифметичної прогресії, якщо перший 
і третій члени дорівнюють відповідно –6 і 12.

31.12.° Восьмий і десятий члени арифметичної прогресії дорівнюють 
відповідно 3,5 і 2,7. Чому дорівнює дев’ятий член прогресії?

31.13.° Знайдіть перший член арифметичної прогресії (bn), якщо 
b5 = 11, b11 = –7.

31.14.° Чому дорівнює різниця арифметичної прогресії (xn), якщо 
x8 = 58, x15 = 16?

31.15.° Чи є послідовність (an) арифметичною прогресією, якщо її 
задано формулою n-го члена:

1) an = –6n + 3;    2) an = 2n2 – n;   3) an = –2,8n;   4) an

n

n
=

+1
?

У разі ствердної відповіді вкажіть перший член і різницю про-
гресії.

31.16.° Чи є послідовність (an) арифметичною прогресією, якщо її 
задано формулою n-го члена:

1) an = 6 + 7n;	 2) an

n
=

−2 1

5
; 	 3) an

n
= +

1
2?

У разі ствердної відповіді вкажіть перший член і різницю про-
гресії.
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31.17.• Як зміниться різниця скінченної арифметичної прогресії, 
якщо переставити її члени у зворотному порядку?

31.18.•  Скільки додатних членів містить арифметична прогресія 
5,2; 4,9; 4,6; ...?

31.19.• Який номер має перший додатний член арифметичної про-
гресії –10,2; –9,5; –8,8; ...?

31.20.• З найдіть перший від’ємний член арифметичної прогресії 
7,2; 6,6; 6; ... .

31.21.• Між числами –6 і 3 вставте п’ять таких чисел, щоб вони 
разом із даними числами утворювали арифметичну прогресію.

31.22.• Які чотири числа треба вставити між числами 4 і –5, щоб 
вони разом з даними числами утворювали арифметичну про-
гресію?

31.23.• З найдіть перший член і  різницю арифметичної прогресії 
(an), якщо:
1) a3 + a7 = 30  і  a6 + a16 = 60;
2) a4 + a10 = 36  і  a a5 11 340æ = .

31.24.• З найдіть перший член і  різницю арифметичної прогресії 
(an), якщо:
1) a5 + a12 = 41  і  a10 + a14 = 62;
2) a7 + a13 = –104  і  a a2 6 240æ = − .

31.25.• У яких випадках для членів арифметичної прогресії вико-
нується рівність a a a1 4 2

2= ?

31.26.• Доведіть, що значення виразів (a + b)2, a2 + b2, (a – b)2 є по-
слідовними членами арифметичної прогресії.

  31.27.• Дано скінченну арифметичну прогресію a1, a2, ..., an. 
Доведіть, що ak + an – k + 1 = a1 + an, k nm .

31.28.• Доведіть, що для арифметичної прогресії (an) справедлива 
рівність an + ak = an – m + ak + m, n > m.

31.29.• Чи є правильним твердження: якщо довжини сторін опу-
клого чотирикутника (рис. 31.2), узяті в послідовності a, b, d 
і c, утворюють арифметичну прогресію, то в цей чотирикутник 
можна вписати коло?

31.30.•  Чи можуть утворювати арифметичну про-
гресію довжини сторін і периметр трикутника?

31.31.• Д оведіть, що коли сторони прямокутного 
трикутника утворюють арифметичну прогресію, 
то її різниця дорівнює радіусу вписаного кола 
трикутника.

b

a
c

d

Рис. 31.2
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31.32.• Величини кутів трикутника утворюють арифметичну про-
гресію. Яка градусна міра середнього за величиною кута три-
кутника?

31.33.• З арифметичної прогресії вилучили члени з непарними но-
мерами. Чи утворюють члени, що залишилися, арифметичну 
прогресію?

31.34.• Дано дві нескінченні арифметичні прогресії. Якщо від кож-
ного члена однієї прогресії відняти відповідний член другої, то 
чи буде утворена послідовність арифметичною прогресією?

31.35.• Якщо в арифметичній прогресії, різниця якої не дорівнює 
нулю, вилучити її члени, номери яких кратні 3, то чи буде 
утворена послідовність арифметичною прогресією?

31.36.• Кожний член арифметичної прогресії помножили на 4. Чи 
буде утворена послідовність арифметичною прогресією?

31.37.• Доведіть, що числа, які дорівнюють відповідно сумам кутів 
трикутника, чотирикутника, п’ятикутника й т. д., утворюють 
арифметичну прогресію.

31.38.• При якому значенні x значення виразів x2 – 4; 5x + 3  і  
3x + 2 будуть послідовними членами арифметичної прогресії? 
Знайдіть члени цієї прогресії.

31.39.•  При якому значенні y значення виразів y2 + 1; y2 + y  і  
8y – 10 будуть послідовними членами арифметичної прогресії? 
Знайдіть члени цієї прогресії.

31.40.•  При якому значенні y значення виразів y2 – 2y; 3y + 5; 
4y + 13 і 2y2 – y + 25 будуть послідовними членами арифметич-
ної прогресії? Знайдіть члени цієї прогресії.

31.41.• При якому значенні x значення виразів 3x + 4; 2x + 3; x2 
і 2x2 + x будуть послідовними членами арифметичної прогресії? 
Знайдіть члени цієї прогресії.

31.42.•• Д ано арифметичну прогресію (an), у  якої ak = m, am = k 
(m ≠ k). Знайдіть ak + m.

31.43.•• Доведіть, що коли додатні числа a, b і c — три послідовних 

члени арифметичної прогресії, то 
1 1 2

a b b c a c+ + +
+ = .

31.44.•• Доведіть, що коли значення виразів 
1

b c+
,  

1

a c+
 і 

1

a b+
 є по-

слідовними членами арифметичної прогресії, то значення ви-
разів a2, b2 і c2 також є послідовними членами арифметичної 
прогресії.
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31.45.•• Доведіть, що коли числа a, b, c — три послідовних чле-
ни арифметичної прогресії, то значення виразів a2 + ab + b2, 
a2 + ac + c2, b2 + bc + c2 також є послідовними членами арифме-
тичної прогресії.

31.46.•• З найдіть усі арифметичні прогресії з  різницею 10, які 
складаються з простих чисел і мають не менше трьох членів.

31.47.•• Знайдіть усі арифметичні прогресії з різницею 2, які скла-
даються з простих чисел і мають не менше трьох членів.

31.48.* Відомо, що нескінченна арифметична прогресія, членами 
якої є натуральні числа, містить квадрат натурального числа. 
Доведіть, що ця прогресія містить безліч членів, які є квадра-
тами натуральних чисел.

31.49.* Числа a, b, a2 є членами нескінченної арифметичної про-
гресії, яка складається з натуральних чисел. Відомо, що a < b. 
Доведіть, що число b2 є членом цієї прогресії.

31.50.* Доведіть, що в нескінченній арифметичній прогресії, яка 
складається з  натуральних чисел, знайдуться два члени, які 
мають однакову суму цифр.

31.51.* Д оведіть, що арифметична прогресія (an), де an = 3n + 2, 
містить безліч простих чисел1.

31.52.* Чи існує нестаціонарна нескінченна арифметична прогресія, 
яка складається з простих чисел?

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

31.53. Дійсні числа x і y задовольняють умову 5x + 12y = 13. До-
ведіть, що  x y2 2 1+ l .

31.54. Перша труба заповнює водою резервуар, об’єм якого дорів-
нює 10 м3, на 5 хв швидше, ніж друга труба. Скільки кубічних 
метрів води проходить за годину через кожну трубу, якщо через 
першу за годину проходить на 10 м3 більше, ніж через другу?

31.55. При яких значеннях параметра a система рівнянь 
ax y

x ay a

+ =
+ = +





2 3

8 2

,

 
не має розв’язків?

31.56. Знайдіть найбільше значення виразу 
x

x

2

49 +
.

1 Ця задача є окремим випадком теореми Діріхле про арифметич-
ну прогресію: арифметична прогресія, у якої перший член і різниця 
є взаємно простими натуральними числами, містить безліч простих 
чисел.
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	 32.	 Сума n перших членів 
арифметичної прогресії  

Розглянемо скінченну арифметичну прогресію
a1, a2, a3, ..., an – 2, an – 1, an.

Суму членів цієї прогресії позначимо Sn.
Маємо: 

	 Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an – 2 + an – 1 + an.	 (*)
Виведемо формулу для знаходження цієї суми.
Спочатку розглянемо задачу, розв’язання якої підкаже, як ви-

вести шукану формулу.
Розглянемо арифметичну прогресію

1, 2, 3, ..., 98, 99, 100
і знайдемо суму її членів.

Запишемо шукану суму двома способами:

+
S100 = 1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100

S100 = 100 + 99 + 98 + ... + 3 + 2 + 1

2S100 = 101 + 101 + 101 + ... + 101 + 101 + 101
� ��������������� ���������������

100 доданків

Звідси 2 101 100100S = æ ;  S100 = 5050.

Розповідають, що видатний німецький математик Карл Фрідріх 
Гаусс придумав таке розв’язання у віці 5 років.

Скористаємося описаним прийомом для 
знаходження суми (*).

Запишемо суму Sn двома способами. 
Спочатку запишемо суму, перший доданок 
якої дорівнює a1, а кожний наступний до-
данок отримано з попереднього додаванням 
різниці d. Потім запишемо суму, перший 
доданок якої дорівнює an, а  кожний на-
ступний доданок отримано з попереднього 
відніманням різниці d. Маємо:

Sn = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + ... + 
+ (a1 + (n – 2) d) + (a1 + (n – 1) d),

Sn = an + (an – d) + (an – 2d) + ... + 
+ (an – (n – 2) d) + (an – (n – 1) d).

Карл Фрідріх Гаусс
(1777–1855)
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Додавши ці рівності, отримаємо:
2S a a a a a a a an n n n n= + + + + + + + +( ( ( (1 1 1 1) ) ... ) ).

Вираз, записаний у правій частині останньої рівності, є сумою 
n доданків, кожний з яких дорівнює a1 + an.

Тоді 2Sn = (a1 + an) n. Звідси

S nn
na a

=
+1

2
æ

Отриману рівність називають формулою суми n перших членів 
арифметичної прогресії.

Цю формулу також можна отримати, скориставшися зада-
чею 31.27 (зробіть це самостійно).

Підставивши до цієї формули замість an вираз a1 + d  (n – 1), 
отримаємо:

S nn

a a d n
=

+ + −1 1 1

2

( )
.æ

Звідси

S nn

a d n
=

+ −2 1

2
1 ( )

æ

Останньою формулою зручно користуватися тоді, коли задано 
перший член і різницю прогресії.

П р и к л а д    1    Знайдіть суму всіх трицифрових чисел, які крат-
ні 6.

Розв ’язання. Дані числа утворюють арифметичну прогре-
сію, перший член якої a1 = 102, а різниця d = 6. Тоді an = 102 + 
+ 6  (n – 1) = 6n + 96. Знайдемо кількість членів цієї прогресії. 
Оскільки an < 1000, то шукана кількість — це найбільший нату-
ральний розв’язок нерівності 6n + 96 < 1000. Маємо:

6n < 904;

n < 150
2

3
.

Отже, n = 150. Тепер знайдемо шукану суму:

S150

2 102 6 150 1

2
150 82 350= =

+ −æ æ
æ

( )
.

Відповідь: 82 350. ◄

Прик лад   2    Сума сімдесяти п’яти перших членів арифметичної 
прогресії дорівнює 450. Знайдіть тридцять восьмий член прогресії.

Розв’язання. Нехай перший член прогресії та її різниця до-
рівнюють a1 і d відповідно. Тоді можна записати:
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 S a d
a d

75
1

1

2 74

2
75 75 37 450= = + =

+
æ ( ) .  

Оскільки a38 = a1 + 37d, то шуканий член дорівнює: 
a38 = 450 : 75 = 6.

Відповідь: 6. ◄

П р и к л а д    3    Доведіть, що послідовність, суму n перших членів 
якої можна обчислити за формулою Sn = an2 + bn, де a і b — деякі 
числа, є арифметичною прогресією.

Розв’язання. Маємо: 
an + 1 = Sn + 1 – Sn = a (n + 1)2 + b (n + 1) – an2 – bn = 2an + a + b.
Отримана рівність an + 1 = 2an + a + b дає змогу зробити висно-

вок, що послідовність a2, a3, ..., an, ... є арифметичною прогресією 
з різницею, яка дорівнює 2a. Якщо ми покажемо, що a2 – a1 = 2a, 
то задачу буде розв’язано.

Маємо: a1 = S1 = a + b; a2 = 2a + a + b = 3a + b. Тоді a2 – a1 = 2a.
Таким чином, ми встановили, що рівність an + 1 – an = 2a вико-

нується для будь-якого натурального n. Отже, послідовність a1, a2, 
a3, ..., an, ... — арифметична прогресія. ◄

	 1.	Як знайти суму n перших членів арифметичної прогресії, якщо відомо 
її перший і останній члени?

	 2.	Як знайти суму n перших членів арифметичної прогресії, якщо відомо 
її перший член і різницю?

ВПРАВИ

32.1.° Чому дорівнює сума семи перших членів арифметичної про-
гресії (an), якщо a1 = 9 і a7 = 15?

32.2.°  Чому дорівнює сума шести перших членів арифметичної 
прогресії (bn), якщо b1 = 19 і b6 = 14?

32.3.° Знайдіть суму дванадцяти перших членів арифметичної про-
гресії, перший член якої a1 = –6, а різниця d = 4.

32.4.° Обчисліть суму двадцяти перших членів арифметичної про-
гресії –8; –6; –4; ... .

32.5.° Місця в секторі цирку розташовано так, що в першому ряду 
6 місць, а в кожному наступному на 3 місця більше, ніж у по-
передньому. Скільки місць у секторі, якщо в ньому 16 рядів?
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32.6.° Дмитро взяв у бібліотеці книжку. За перший день він прочи-
тав 40 сторінок, а кожного наступного дня читав на 10 сторінок 
більше, ніж попереднього. Скільки сторінок у книжці, якщо 
Дмитро прочитав її за 7 днів?

32.7.°  Арифметичну прогресію (an) задано формулою n-го члена 
an = –4n + 1. Знайдіть суму тридцяти двох перших членів про-
гресії.

32.8.°  Арифметичну прогресію (cn) задано формулою n-го члена 
cn = 5n – 2. Знайдіть суму двадцяти шести перших членів про-
гресії.

32.9.° Знайдіть суму дванадцяти перших членів арифметичної про-
гресії (an), якщо:
1) a1 = 6, a9 = 22;	 2) a6 = 49, a20 = 7.

32.10.° Чому дорівнює сума сорока перших членів арифметичної 
прогресії (xn), якщо x8 = –14, x30 = –3?

32.11.° Скільки ударів зробить годинник протягом доби, якщо він 
відбиває тільки кількість цілих годин від 1 до 12?

32.12.° Знайдіть суму двадцяти п’яти перших членів арифметичної 
прогресії (an), якщо a10 = 44, а різниця прогресії d = 4.

32.13.° Знайдіть суму двадцяти перших членів арифметичної про-
гресії (an), якщо a6 + a8 – a14 = –17 і a5 + a22 = 101.

32.14.° Знайдіть суму тридцяти трьох перших членів арифметичної 
прогресії (an), якщо a3 + a5 + a13 = 33  і  a15 – a8 – a10 = –1.

32.15.° Чому дорівнює сума n перших:
1) натуральних чисел;
2) непарних натуральних чисел?

32.16.° Чому дорівнює сума n перших парних натуральних чисел?

32.17.•  При будь-якому натуральному n суму n перших членів 
деякої арифметичної прогресії можна обчислити за формулою 
Sn = 3n2 + 5n. Знайдіть три перших члени цієї прогресії.

32.18.•  При будь-якому натуральному n суму n перших членів 
деякої арифметичної прогресії можна обчислити за формулою 
Sn = 9n – 2n2. Знайдіть сьомий член цієї прогресії.

32.19.• (Стародавня єгипетська задача.) Сто мір хліба треба розді-
лити між п’ятьма людьми так, щоб другий отримав на стільки ж 
більше за першого, на скільки третій отримав більше за другого, 
четвертий більше за третього та п’ятий більше за четвертого. 
Окрім того, двоє перших повинні отримати в 7 разів менше, ніж 
троє останніх. Скільки треба дати кожному?
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32.20.• Яке натуральне число дорівнює сумі всіх попередніх йому 
натуральних чисел?

32.21.• Знайдіть суму всіх від’ємних членів арифметичної прогресії 
–6,2; –5,9; –5,6; ... .

32.22.• Знайдіть суму всіх додатних членів арифметичної прогресії 
8,4; 7,8; 7,2; ... .

32.23.• Знайдіть суму всіх натуральних чисел, які кратні 5 і не 
більші за 240.

32.24.• Знайдіть суму всіх натуральних чисел, які кратні 4 і менші 
від 130.

32.25.• Знайдіть суму всіх натуральних чисел, які кратні 12 і менші 
від 200.

32.26.• Знайдіть суму всіх трицифрових чисел, які кратні 8.

32.27.• Знайдіть суму всіх трицифрових чисел, які кратні 7.

32.28.• Знайдіть різницю арифметичної прогресії, перший член якої 
дорівнює 8,5, а сума шістнадцяти перших членів становить 172.

32.29.• Знайдіть перший член арифметичної прогресії, різниця якої 
дорівнює –4, а сума дев’яти перших членів становить –54.

32.30.• Перший член арифметичної прогресії дорівнює –9, а різниця 
становить 6. Скільки треба взяти перших членів прогресії, щоб 
їхня сума дорівнювала 960?

32.31.• Яку найменшу кількість послідовних непарних натуральних 
чисел, починаючи із числа 7, треба додати, щоб одержати суму, 
більшу за 315?

32.32.• Чи може сума яких-небудь п’яти послідовних членів ариф-
метичної прогресії 3, 7, 11, ... дорівнювати 135? У разі ствердної 
відповіді знайдіть ці члени.

32.33.• Чи може сума яких-небудь чотирьох послідовних членів 
арифметичної прогресії 2, 8, 14, ... дорівнювати 176? У разі 
ствердної відповіді знайдіть ці члени.

32.34.• Під час вільного падіння (без урахування опору повітря) тіло 
за першу секунду проходить 4,9 м, а за кожну наступну — на 
9,8 м більше, ніж за попередню. Знайдіть час падіння тіла з ви-
соти 490 м.

32.35.• Сума непарних номерів сторінок книжки є непарним числом, 
яке більше за 400 і менше від 500. Скільки сторінок у книжці?

32.36.• Знайдіть суму членів арифметичної прогресії з восьмого по 
двадцять шостий включно, якщо перший член прогресії дорівнює 
24, а різниця прогресії дорівнює –8.
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32.37.• Знайдіть суму членів арифметичної прогресії (xn) з десятого 
по двадцять п’ятий включно, якщо x1 = –3 і x11 = 12.

32.38.• Сума перших шести членів арифметичної прогресії дорівнює 
39, а сума перших чотирнадцяти членів дорівнює –77. Знайдіть 
перший член і різницю прогресії.

32.39.• Перший член арифметичної прогресії дорівнює 100, а сума 
шести перших членів у 5 разів більша за суму наступних шести 
членів. Чому дорівнює різниця прогресії?

32.40.• Різниця арифметичної прогресії дорівнює 28, а сума п’яти 
перших членів у 4 рази менша від суми наступних шести членів. 
Чому дорівнює перший член прогресії?

32.41.• Д ванадцятий член арифметичної прогресії дорівнює 30. 
Знайдіть суму двадцяти трьох перших членів прогресії.

32.42.• Знайдіть суму двадцяти перших членів арифметичної про-
гресії (an), якщо a5 + a10 + a12 + a15 = 50.

32.43.• Розв’яжіть рівняння:
1) 7 + 13 + 19 + ... + (6n + 1) = 480, де n — натуральне число;
2) 5 + 8 + 11 + ... + x = 124, де x — натуральне число.

32.44.• Розв’яжіть рівняння:
1) 11 + 19 + 27 + ... + (8n + 3) = 470, де n — натуральне число;
2) 1 + 5 + 9 + ... + x = 630, де x — натуральне число.

32.45.• Знайдіть перший член і різницю арифметичної прогресії, 
у якої середнє арифметичне n перших членів при будь-якому n 
дорівнює їхній кількості.

32.46.•• (Задача Гіпсикла Александрійського1.) Доведіть, що в ариф-
метичній прогресії з парною кількістю членів, яка складається 
із цілих чисел, сума другої половини більша за суму першої по-
ловини на число, яке кратне квадрату половини кількості членів.

32.47.•• Доведіть, що коли для будь-якого натурального n суму n 
перших членів послідовності можна обчислити за формулою 
Sn = n2 – 3n + 4, то ця послідовність не є арифметичною про-
гресією.

32.48.•• Знайдіть суму всіх двоцифрових чисел, які не діляться на-
ціло ні на 3, ні на 5.

32.49.•• В арифметичній прогресії Sm = Sn, m ≠ n. Знайдіть Sm + n.

32.50.••  В арифметичній прогресії Sn = m, Sm = n, m ≠ n. Знай-
діть Sm + n.

1  Гіпсикл Александрійський (ІІ ст. до н. е.) — давньогрецький 
учений, автор ХІV книги «Начал» Евкліда.



33.  Геометрична прогресія 343

32.51.•• У скінченній арифметичній прогресії кількість членів є не-
парною. Сума членів, які стоять на місцях з парними номерами, 
дорівнює сумі членів, які стоять на місцях з непарними номе-
рами. Знайдіть суму всіх членів цієї прогресії.

32.52.* У баскетбольному турнірі, який проходив в одне коло, брали 
участь n команд. Після закінчення турніру виявилося, що очки, 
набрані командами, утворюють нестаціонарну арифметичну про-
гресію. Скільки очок набрала команда, яка посіла останнє місце, 
якщо за перемогу в кожній зустрічі команда отримувала 2 очки, 
за поразку очки не нараховувались, а нічиїх у баскетболі немає?

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

32.53. Розв’яжіть систему рівнянь  
( ) ( ) ,

.

x y xy

x y xy

+ + =
+ − =





2 2 9

1

32.54. Два автомобілі виїхали одночасно з міст A і B назустріч один 
одному. Через годину вони зустрілися і, не зупиняючись, про-
довжили рухатися з тією самою швидкістю. Один із них прибув 
у місто B на 50 хв пізніше, ніж другий — у місто A. Знайдіть 
швидкість кожного автомобіля, якщо відстань між містами 
становить 100 км.

32.55. Відомо, що ціле число n не кратне 3. Доведіть, що значення 
виразу n2 8+  кратне 3.

32.56. Знайдіть множину розв’язків нерівності ( )a x a2 1 1− −m  за-

лежно від значення параметра a.
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Розглянемо послідовності:
1, 3, 9, 27, 81, 243, ...,

2, 1, 
1

2
,  

1

4
,  

1

8
,  

1

16
,  ...,

5; –0,5; 0,05; –0,005; 0,0005; ... .
Їм притаманна така характерна особливість: кожний наступний 

член послідовності отримано в результаті множення попередньо-
го члена на одне й те саме число. Для першої послідовності це 

число дорівнює 3, для другої це число дорівнює 
1

2
,  для третьої це 

число дорівнює –0,1.
Такі послідовності називають геометричними прогресіями.
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Означення. Геометричною прогрес ією називають по-
слідовність, перший член якої відмінний від нуля, а кожний член, 
починаючи з другого, дорівнює попередньому члену, помноженому 
на одне й те саме відмінне від нуля число.

Число, про яке йдеться в означенні, дорівнює відношенню на-
ступного й попереднього членів послідовності. Його називають зна-
менником геометричної прогресії та позначають буквою q (першою 
буквою французького слова quotient — частка).

Отже, якщо (bn) — геометрична прогресія зі знаменником q, то

q
b

b

b

b

b

b
= = = =2

1

3

2

4

3

...,

тобто для будь-якого натурального n виконується рівність 
b

b

n

n

q+ =1 .  

Звідси отримуємо рекурентну формулу bn + 1 = bnq.
Таким чином, геометричну прогресію можна задати рекурентно:

b1 = b,    bn + 1 = bnq

Отже, щоб задати геометричну прогресію, потрібно вказати її 
перший член і знаменник.

Наведемо кілька прикладів.
Якщо b1 = 1 і q = 3, то отримаємо геометричну прогресію, подану 

на початку пункту:
1, 3, 9, 27, 81, 243, ... .

Якщо b1 = 2 і q = 2, то отримаємо геометричну прогресію, яка 
є послідовністю натуральних степенів числа 2:

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .
Зауважимо, що геометрична прогресія зі знаменником, який 

дорівнює 1, є стаціонарною послідовністю. Так, послідовність 5, 
5, 5, 5, ... є геометричною прогресією, у якої b1 = 5, q = 1. Разом 
із цим цю послідовність можна розглядати як арифметичну про-
гресію, у якої a1 = 5, d = 0.

Узагалі, будь-яка стаціонарна послідовність, усі члени якої 
відмінні від нуля, є одночасно і арифметичною, і  геометричною 
прогресією. Стаціонарна послідовність 0, 0, 0, 0, ... є лише ариф-
метичною прогресією.

Покажемо, як можна задати геометричну прогресію за допо-
могою формули n-го члена.

З означення геометричної прогресії випливає:
b b q2 1= æ ;

b b q b q q b q3 2 1 1
2= = =æ æ( ) ;

b b q b q q b q4 3 1
2

1
3= = =æ æ( ) ;
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b b q b q q b q5 4 1
3

1
4= = =æ æ( ) .

Наведені приклади допомагають дійти такого індуктивного ви-
сновку:

bn = b1qn – 1

Цю гіпотезу можна довести методом математичної індукції 
(зробіть це самостійно).

Записану рівність називають формулою n-го члена геометричної 
прогресії.

Установимо важливу властивість членів геометричної прогре-
сії (bn).

З означення геометричної прогресії випливає, що при n > 1 ви-

конуються рівності bn = bn – 1q і bn + 1 = bnq. Звідси 
b

b

b

b
n

n

n

n−

+=
1

1 .  Тоді 

при n > 1 отримуємо:

b b bn n n
2

1 1= − +æ

Квадрат будь-якого члена геометричної прогресії, крім першого, 
дорівнює добутку двох сусідніх із ним членів1.

Правильним є і обернене твердження: якщо послідовність (bn) 
відмінних від нуля чисел має таку властивість, що b b bn n n

2
1 1= − +æ  

при будь-якому n l2,  то ця послідовність є геометричною прогре-
сією.

Справді, з рівності b b bn n n
2

1 1= − +æ  з урахуванням того, що bn – 1 ≠ 

≠ 0, bn ≠ 0, bn + 1 ≠ 0, можна записати: 
b

b

b

b
n

n

n

n−

+=
1

1 ,  тобто відношення 

наступного члена даної послідовності до попереднього є сталим. Це 
означає, що послідовність (bn) — геометрична прогресія.

Довівши два взаємно обернених твердження, тим самим ми до-
вели таку теорему.

Теорема 33.1. Послідовність (bn), яка містить більше двох 
членів і всі члени якої відмінні від нуля, є геометричною про-
гресією тоді й тільки тоді, коли для будь-якого n l 2  викону-

ється рівність b b bn n n
2

1 1= − + .

Якщо всі члени геометричної прогресії (bn) є  додатними, то 
можна записати:

b b bn n n= − +1 1 .

1 Якщо геометрична прогресія є скінченною послідовністю, то її остан-
ній член такої властивості не має.
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Отже, кожний член такої послідовності, крім першого (і остан-
нього, якщо послідовність є скінченною), є середнім геометричним 
двох сусідніх із ним членів.

Розглянемо дві послідовності.
Арифметична прогресія (an), у якої a1 = 1, d = 2:

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, ... .
Геометрична прогресія (bn), у якої b1 = 1, q = 2:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ... .
У цих прогресій перші члени є рівними. Обидві ці послідовно- 

сті конструюються за допомогою одного й  того самого числа 2 
(d = q = 2). Разом з тим, порівнюючи відповідні члени цих послі-
довностей, ми бачимо, що геометрична прогресія «зростає» наба-
гато швидше, ніж арифметична. Наприклад, в арифметичній про-
гресії a20 1 2 19 39= + =æ ,  у геометричній b20

191 2 524 288= =æ .

Ви знаєте, що бактерії розмножуються поділом: одна бактерія 
ділиться на дві. Тепер стає зрозумілим, чому так швидко зростає 
чисельність бактерій, якщо їх помістити в сприятливе середовище.

Можливо, із цим прикладом пов’язано те, що нерідко в повсяк-
денному житті, коли хочуть підкреслити швидке зростання якоїсь 
величини, говорять: «зростає в геометричній прогресії».

П р и к л а д    1    Знайдіть четвертий член і знаменник геометричної 
прогресії (bn), якщо b3 = 36, b5 = 49.

Розв’язання. За властивістю геометричної прогресії b b b4
2

3 5= ,  

звідси b b b4 3 5 36 49 6 7 42= = = =æ æ  або b b b4 3 5 42= − = − .

Якщо b4 = 42, то знаменник прогресії q b b= = =4 3

42

36

7

6
: ;  якщо 

b4 = –42, то q = −
7

6
.

Відповідь: b4 = 42, q =
7

6
 або b4 = –42, q = −

7

6
.  ◄

П р и к л а д    2    Знайдіть перший член і знаменник геометричної 
прогресії (bn), якщо b3 + b6 = 504 і b4 – b5 + b6 = 378.

Розв’язання. Нехай q — знаменник даної прогресії. З урахуван-
ням умови отримуємо систему двох рівнянь із двома змінними b1 і q:

b q b q

b q b q b q
1

2
1

5

1
3

1
4

1
5

504

378

+ =

− + =







,

.

Поділимо почленно ліві та праві частини рівнянь системи:
b q q

b q q q
1

2 3

1
3 2

1

1

504

378

( )

( )
.

+

− +
=
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Далі отримуємо:
b q q q q

b q q q
1

2 2

1
3 2

1 1

1

4

3

( ) ( )

( )
;

+ − +

− +
=

1 4

3

+
=

q

q
;    4q = 3 + 3q;   q = 3.

Підставивши значення q у перше рівняння системи, отримуємо: 
9b1 + 243b1 = 504; 252b1 = 504; b1 = 2.

Відповідь: b1 = 2, q = 3. ◄

П р и к л а д    3    У геометричній прогресії (bn) відомо, що b10 = 2. 
Знайдіть добуток дев’ятнадцяти перших членів цієї прогресії.

Розв’язання. Маємо: 
b b b b b b q b q b q b q1 2 3 19 1 1 1

2
1

18
1
19 1 2 18æ æ æ æ æ æ... ... ...= = =+ + +

= = = = =
+

b q b q b q b1
19

1 18 18

2
1
19 19 9

1
9 19

10
19 192æ æ

æ
æ

( )

( ) ( ) .◄

П р и к л а д    4    Знайдіть усі трійки чисел, які утворюють гео-
метричну прогресію та мають такі властивості: сума цих чисел 
дорівнює 63, а коли до цих чисел додати відповідно 7, 18 і 2, то 
буде отримано арифметичну прогресію.

Розв’язання. Шукані числа запишемо так: a, aq, aq2. Тоді числа 
a + 7, aq + 18, aq2 + 2 утворюють арифметичну прогресію. Звідси 
2 (aq + 18) = a + 7 + aq2 + 2. З урахуванням умови отримуємо сис-
тему

a aq aq

a aq aq

+ + =

+ + + = +







2

2

63

7 2 2 18

,

( ).
 Звідси 

a aq aq

a aq aq

+ + =

− + =







2

2

63

2 27

,

.

Поділимо почленно ліві та праві частини рівнянь системи. Отри-

маємо: 
1

1 2

7

3

2

2

+ +

− +
=

q q

q q
.  Розв’язавши це рівняння, отримаємо q = 4 

або q =
1

4
.

Якщо q = 4, то a = 3; якщо q =
1

4
,  то a = 48.

Відповідь: 3, 12, 48 або 48, 12, 3. ◄

	 1.	Яку послідовність називають геометричною прогресією?
	 2.	Яке число називають знаменником геометричної прогресії?
	 3.	Який вигляд має формула n-го члена геометричної прогресії?
	 4.	Якими є необхідна і достатня умови того, що дана послідовність, яка 

містить більше двох членів, є геометричною прогресією?
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ВПРАВИ

33.1.° Серед наведених послідовностей укажіть геометричні про-
гресії, перший член і знаменник кожної з них:
1) 2, 6, 18, 36;	 4) 81, 27, 9, 3;	 7) –9, –9, –9, –9;
2) 4, 8, 16, 32;	 5) 2, –2, 2, –2;	 8) 1, 2, 3, 5;

3) 10, 20, 30, 40;	 6) −
1

4
,  

1

2
,  –1, 2;	 9) 2,  2, 2 2,  4.

33.2.° Шостий член геометричної прогресії (bn) дорівнює 8, а зна-
менник дорівнює –4. Знайдіть сьомий член прогресії.

33.3.° З найдіть сьомий член геометричної прогресії (bn), якщо  

b8 = 16, а знаменник прогресії q =
3

4
.

33.4.° Послідовність (bn) така, що b1 = 8, bn + 1 = –bn. Чи є ця послі-
довність геометричною прогресією?

33.5.° У геометричній прогресії (yn) перший член y1 = 64, а  зна-

менник q = −
1

2
.  Знайдіть: 1) y6; 2) y10.

33.6.° У геометричній прогресії (cn) перший член c1 = 9, а знаменник 
q = –1. Знайдіть: 1) c21; 2) c50.

33.7.° З найдіть знаменник і  п’ятий член геометричної прогресії 
1

216
,  

1

36
,  

1

6
,  ... .

33.8.° Знайдіть знаменник і шостий член геометричної прогресії 
18, 12, 8, ... .

33.9.° Д оведіть, що коли послідовність (xn) — геометрична про-
гресія, то x3x13 = x5x11.

33.10.° Доведіть, що коли послідовність (yn) — геометрична про-
гресія, то y4y21 = y8y17.

33.11.° Виразіть члени b8, b13 і b60 геометричної прогресії (bn) через 
b7 і знаменник q.

33.12.° Виразіть члени c18, c36 і c50 геометричної прогресії (cn) через 
c12 і знаменник q.

33.13.° Знайдіть знаменник геометричної прогресії (bn), якщо:

1) b1

1

2
= ,  b8 = 64;	 2) b6 = 75, b8 = 27.

33.14.° Знайдіть перший член геометричної прогресії (cn), якщо:

1) c4 = 
1

98
,  а знаменник q =

2

7
; 	2) c6 = 100, c9 = 100 000.
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33.15.° Число 486 є членом геометричної прогресії 2, 6, 18, ... . 
Знайдіть номер цього члена.

33.16.° Число 96 є членом геометричної прогресії 
3

8
,  

3

4
,  

3

2
,  ... . 

Знайдіть номер цього члена.

33.17.° Які два числа треба вставити між числами 6 і 750, щоб 
вони разом із даними числами утворили геометричну прогресію?

33.18.° Які чотири числа треба вставити між числами 0,5 і 16, щоб 
вони разом із даними числами утворили геометричну прогресію?

33.19.° Послідовність (bn) задано формулою n-го члена bn
n= −5 4 2æ .  

Чи є ця послідовність геометричною прогресією? У разі стверд-
ної відповіді вкажіть її перший член і знаменник.

33.20.° Доведіть, що послідовність (xn), задана формулою n-го чле-
на xn = 7n + 1, є геометричною прогресією, та вкажіть її перший 
член і знаменник.

33.21.° Послідовність (bn) є геометричною прогресією. Знайдіть:
1) b5, якщо b4 = 9, b6 = 25;	 2) b17, якщо b16 = 2, b18 = 10.

33.22.° Послідовність (bn) є геометричною прогресією. Знайдіть b20, 
якщо b19 = –3, b21 = –12.

33.23.• Другий член геометричної прогресії дорівнює 6. Знайдіть 
добуток трьох перших членів цієї прогресії.

33.24.•  Третій член геометричної прогресії дорівнює 3. Знайдіть 
добуток п’яти перших членів цієї прогресії.

  33.25.• Дано скінченну геометричну прогресію b1, b2, ..., bn. 
Доведіть, що b b b bk n k næ æ− + =1 1 ,  k nm .

33.26.• Доведіть, що для геометричної прогресії (bn) справедлива 
рівність

b b b bn k n m k mæ æ= + − ,  k > m.

33.27.•  У правильний трикутник зі 
стороною a послідовно вписано три-
кутники так, що вершини кожного 
наступного трикутника є серединами 
сторін попереднього (рис. 33.1). Дове-
діть, що периметри цих трикутників 
утворюють геометричну прогресію, 
і запишіть формулу n-го члена цієї 
прогресії. Рис. 33.1
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33.28.• Чи є геометричною прогресією послідовність ( ) :n ∈�
1) 2–n, 2–2n, 2–3n, 2–4n;	 3) 2n, 2n + 1, 2n + 2, 2n + 3?

2) 2n, 2
2n ,  2

3n ,  2
4n ;

У разі ствердної відповіді вкажіть знаменник прогресії.
33.29.• Послідовність (bn) є геометричною прогресією зі знаменни-

ком q. Чи є геометричною прогресією послідовність:
1) b1, b3, ..., b2n – 1;	 3) b1 + b2, b2 + b3, ..., bn – 1 + bn;

2) 2b1, 2b2, ..., 2bn;	 4) 
1

1b
,  

1

2b
,  ..., 

1

bn

?

У разі ствердної відповіді вкажіть знаменник прогресії.
33.30.• Послідовність (bn) є геометричною прогресією зі знаменни-

ком q. Чи є геометричною прогресією послідовність:
1) b2, b4, ..., b2n;	 2) b1b3, b2b4, b3b5, ..., bn – 2bn?
У разі ствердної відповіді вкажіть знаменник прогресії.

33.31.• Між числами 80 і 5 вставте три таких числа, щоб вони разом 
із даними числами утворювали геометричну прогресію.

33.32.• Між числами 6 і 486 вставте три такі числа, щоб вони разом 
із даними числами утворювали геометричну прогресію.

33.33.• Знайдіть перший член і  знаменник геометричної прогре-
сії (bn), якщо:
1) b5 = 3b3 і b6 – b2 = 48;	    3) b5 – b4 = 168 і b3 + b4 = –28.

2) b b4 7

56

9
+ =  і  b b b5 6 7

14

9
− + = ;

33.34.• Знайдіть перший член і  знаменник геометричної прогре-
сії (bn), якщо:
1) b4 – b2 = 30 і b4 – b3 = 24;	
2) b2 – b5 = 78 і b3 + b4 + b5 = –117.

33.35.• При якому значенні x значення виразів 2x + 1, x + 5 і x + 11 
будуть послідовними членами геометричної прогресії? Знайдіть 
члени цієї прогресії.

33.36.• При якому значенні x значення виразів x + 6, x + 2 і 3x – 4 
будуть послідовними членами геометричної прогресії? Знайдіть 
члени цієї прогресії.

33.37.• З найдіть геометричну прогресію, яка містить 6 членів, 
якщо сума трьох перших її членів дорівнює 168, а сума трьох 
останніх дорівнює 21.

33.38.• Д ано три додатних числа, які утворюють арифметичну 
прогресію. Їхня сума дорівнює 21. Якщо до цих чисел додати 
відповідно 2, 3 і  9, то отримані числа утворять геометричну 
прогресію. Знайдіть дані числа.
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33.39.• Д ано три числа, які утворюють арифметичну прогресію. 
Їхня сума дорівнює 30. Якщо від першого числа відняти 5, від 
другого відняти 4, а третє залишити без змін, то отримані числа 
утворять геометричну прогресію. Знайдіть дані числа.

33.40.• Дано три числа, які утворюють геометричну прогресію. Їхня 
сума дорівнює 65. Якщо від першого із цих чисел відняти 1, 
друге залишити без змін, а від третього відняти 19, то отримані 
числа утворять арифметичну прогресію. Знайдіть дані числа.

33.41.• Д ано три числа, які утворюють геометричну прогресію. 
Їхня сума дорівнює 26. Якщо до цих чисел додати відповідно 
1, 6 і 3, то отримані числа утворять арифметичну прогресію. 
Знайдіть дані числа.

33.42.•• Знайдіть три числа, які утворюють геометричну прогресію, 
якщо відомо, що їхня сума дорівнює 26, а сума квадратів цих 
чисел дорівнює 364.

33.43.•• Знайдіть чотири числа, з яких перших три складають гео-
метричну прогресію, а останніх три — арифметичну, причому 
сума крайніх чисел дорівнює 14, а сума середніх дорівнює 12.

33.44.•• Знайдіть чотири числа, які утворюють арифметичну про-
гресію та мають таку властивість: якщо від другого числа від-
няти 2, а до четвертого додати 14, то буде отримано геометричну 
прогресію.

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

33.45. Човен пропливає 9 км за течією річки та 1 км проти течії 
за такий самий час, який потрібен плоту, щоби проплисти 4 км 
по цій річці. Знайдіть швидкість течії, якщо власна швидкість 
човна становить 8 км/год.

33.46. При яких значеннях параметра a система рівнянь 
ax y

x ay

+ =
+ =





2

9 6

,
 

має безліч розв’язків?

33.47. Зобразіть на координатній площині множину точок, коор-
динати яких (x; y) задовольняють рівність

( ) ( ) .x y x y− + = − − −3 2 3 2æ

33.48. Доведіть, що при будь-якому натуральному значенні n дріб 
16 1

40 2

n

n

+
+

 є нескоротним.
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	 34.	 Сума n перших членів 
геометричної прогресії

Розглянемо скінченну геометричну прогресію b1, b2, b3, ..., bn–1, bn.
Суму членів цієї прогресії позначимо Sn.
Маємо:

	 Sn = b1 + b2 + b3 + ... + bn–1 + bn.	 (*)
Виведемо формулу для знаходження цієї суми.
Спочатку розглянемо задачу, розв’язання якої підкаже, як ви-

вести шукану формулу.
Розглянемо геометричну прогресію 1, 2, 22, ..., 262, 263 і знайдемо 

суму її членів S64:
S64 = 1 + 2 + 22 + ... + 262 + 263.

Помножимо обидві частини записаної рівності на знаменник 
прогресії — число 2:

2S64 = 2 + 22 + ... + 262 + 263 + 264.
Знайдемо різницю 2S64 – S64:

–
2S64 = 2 + 22 + 23 + ... + 263 + 264

S64 = 1 +  2 + 22 + 23 + ... + 263

2S64 – S64 = –1 +  0 + 0 + 0 + ... + 0 + 264

Звідси S64 = 264 – 1.
У вас може виникнути природне запитання: чому як приклад 

ми вибрали саме прогресію 1, 2, 22, ..., 262, 263?
Із цією послідовністю пов’язана старовинна легенда. Індійський 

мудрець, який придумав гру в шахи, попросив за свій винахід у раджі 
скромну на перший погляд винагороду: за першу клітинку шахової 
дошки 1 пшеничне зернятко, за другу — 2, за третю — 4 і т. д. — за 
кожну наступну клітинку вдвічі більше зерняток, ніж за попередню.

Зрозуміло, що загальна кількість зерен, яку попросив винахід-
ник, дорівнює S64 = 264 – 1.

Багатий раджа був приголомшений, коли дізнався, що він не 
в змозі задовольнити «скромне» бажання мудреця. Річ у тім, що 
значення виразу 264 – 1 дорівнює 18 446 744 073 709 551 615.

Щоб зрозуміти, наскільки величезним є це число, уявимо, що 
зерно зберігають у коморі площею 12 га. Тоді її висота була би 
більшою за відстань від Землі до Сонця.

Скористаємося описаним прийомом для знаходження суми (*).
Перепишемо рівність (*) так:

Sn = b1 + b1q + b1q2 + b1q3 + ... + b1qn – 2 + b1q n – 1.



35334.  Сума n перших членів геометричної прогресії

Помножимо обидві частини цієї рівності на q:
Snq = b1q + b1q2 + b1q3 + b1q4 + ... + b1qn – 1 + b1qn.

Знайдемо різницю  Snq – Sn:

–
Snq = b1q + b1q2 + b1q3 + ... + b1qn – 1 + b1qn

Sn = b1
+ b1q + b1q2 + b1q3 + ... + b1qn – 1

Snq – Sn = – b1 + 0 + 0 + 0 + ... + 0 + b1qn

Отже, Snq – Sn = b1qn – b1. Звідси Sn (q – 1) = b1 (qn – 1).
При q ≠ 1 отримуємо:

Sn

nb q

q
=

−

−
1 1

1

( )

Цю рівність називають формулою суми n перших членів гео-
метричної прогресії зі знаменником, відмінним від 1.

Зауважимо, що отриману формулу можна довести інакше, ско-
риставшися формулою розкладу на множники двочлена qn – 1, 
n ∈�.  Зробіть це самостійно.

Якщо q = 1, то всі члени прогресії дорівнюють першому члену. 
Тоді Sn = nb1.

П р и к л а д       Для будь-якого натурального n суму n перших 
членів геометричної прогресії можна обчислити за формулою Sn = 
= 10 (2n – 1). Знайдіть перший член і знаменник цієї прогресії.

Розв’язання. Нехай b1 — перший член даної прогресії, q — її 
знаменник. Тоді b1 = S1 = 10 (2 – 1) = 10; b1 + b2 = S2 = 10 (22 – 1) = 

= 30. Звідси b2 = 30 – b1 = 20; q
b

b
= =2

1

2.

Відповідь: b1 = 10, q = 2. ◄

	 1.	Як знайти суму n перших членів геометричної прогресії зі знаменником, 
відмінним від одиниці?

	 2.	Чому дорівнює сума n перших членів геометричної прогресії, знамен-
ник якої дорівнює одиниці?

ВПРАВИ

34.1.° Знайдіть суму n перших членів геометричної прогресії (bn) 
зі знаменником q, якщо:

1) b1 = 0,6, q = 2, n = 5;	 3) b1 = –9, q = 3,  n = 6;

2) b1 = –4, q = –1, n = 10;	 4) b1 = 8, q = −
1

2
,  n = 4.
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34.2.° Знайдіть суму n перших членів геометричної прогресії (bn) 
зі знаменником q, якщо:

1) b1 = 1, q = 2, n = 9;	 3) b1 = 18, q = −
1

3
,  n = 5;

2) b1 = 15, q = 
2

3
,  n = 3;	 4) b1 = 4, q = − 2,  n = 4.

34.3.° Знайдіть суму п’яти перших членів геометричної прогресії:

1) 12, 72, 432, ...;	 2) 
1

16
,  −

1

8
,  

1

4
,  ... .

34.4.° Знайдіть суму чотирьох перших членів геометричної про-
гресії:
1) –0,6; 3; –15; ...;	 2) 56; 42; 31,5; ... .

34.5.° Знайдіть суму шести перших членів геометричної прогресії 
(cn), якщо:
1) c4 = 216, а знаменник прогресії q = –3;

2) c1 5 5= ,  c5 125 5= ,  а знаменник прогресії q > 0.

34.6.° Знайдіть суму семи перших членів геометричної прогресії (xn), 
якщо x3 = 24, x8 = 768.

34.7.°  Геометричну прогресію (bn) задано формулою n-го члена 
bn

n= −10 3 1æ .  Знайдіть суму п’яти перших членів прогресії.

34.8.°  Геометричну прогресію (yn) задано формулою n-го члена 

yn

n

=
− +( )

.
2

20

1

 Знайдіть суму десяти перших членів прогресії.

34.9.° Знаменник геометричної прогресії дорівнює 
2

3
,  а сума чоти-

рьох перших членів дорівнює 65. Знайдіть перший член про-
гресії.

34.10.° Сума трьох перших членів геометричної прогресії дорівнює 
516, а перший член дорівнює 12. Знайдіть знаменник прогресії.

34.11.°  Сума членів скінченної геометричної прогресії дорівнює 
8191. Знайдіть кількість членів прогресії, якщо її перший член 
b1 = 1, а знаменник прогресії q = 2.

34.12.°  Сума членів скінченної геометричної прогресії дорівнює 
605. Знайдіть кількість членів прогресії, якщо її перший член 
b1 = 5, а знаменник прогресії q = 3.

34.13.• Д ля будь-якого натурального n суму n перших членів 
деякої геометричної прогресії можна обчислити за формулою 
Sn = 4 (3n – 1). Знайдіть третій член цієї прогресії.
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34.14.• Для будь-якого натурального n суму n перших членів деякої 
геометричної прогресії можна обчислити за формулою

 Sn

n

= −





 −









6 1

1

2
.  

Знайдіть четвертий член цієї прогресії.

34.15.• Знайдіть суму квадратів шести перших членів геометричної 

прогресії, перший член якої дорівнює 2 3,  а  знаменник до-

рівнює 3.

34.16.• Знайдіть суму кубів чотирьох перших членів геометричної 
прогресії (bn), якщо b1 = 3 і b2 = –6.

34.17.• Геометрична прогресія містить 2n членів. Сума членів, які 
мають парні номери, дорівнює A, а сума членів, які мають не-
парні номери, дорівнює B. Знайдіть знаменник прогресії.

34.18.• Доведіть, що для членів геометричної прогресії (bn) викону-

ється рівність b b b b Sn n

q

q
2 4 6 2 2

1
+ + + + =

+
... .

34.19.• Знайдіть суму 2 4 2
1

2

1

4

1

2

2 2 2

+





 + +






 + + +






... .n

n

34.20.•• Знайдіть кількість членів скінченної геометричної прогре-

сії, знаменник якої q = −
1

2
,  перший член b1 = 256, а сума всіх 

членів Sn  = 170.

34.21.•• Знайдіть кількість членів скінченної геометричної прогре-
сії, знаменник якої q = 3, останній член cn = 162, а сума всіх 
членів Sn = 242.

34.22.•• Нехай a1, a2, ..., an — послідовні члени геометричної про-
гресії, Sn — сума її n перших членів. Доведіть, що 

S a an n
na a a

= + + +







1

1 2

1 1 1
... .

34.23.* Знайдіть добуток 100 перших членів геометричної прогресії 

(bn), якщо b1 + b2 + ... + b100 = A, 
1 1 1

1 2 100b b b
B+ + + =... .
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ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

34.24. Два трактористи можуть зорати поле, працюючи разом, за 
6 год. За скільки годин може зорати це поле кожний тракторист, 
працюючи самостійно, якщо одному з них для того, щоб зорати 
2

5
  поля, потрібно на 4  год більше, ніж другому, щоб зорати 

1

5
 поля?

34.25. Побудуйте графік рівняння 
( ) ( )

.
y y x

x

2

2

4

1
0

− +

−
=

34.26. Знайдіть розв’язки нерівності x a x− −( )4 11 0l  залежно від 
значення параметра a.

34.27. Розв’яжіть систему рівнянь 
( ) ( ) ,

.

x y xy

xy x y

− − =
− − =





2 2 9

3

	 35.	 Уявлення про границю послідовності. 
Сума нескінченної геометричної 
прогресії, модуль знаменника  
якої менший від 1

Розглянемо послідовність (an), задану формулою n-го члена 

an

n

n
=

+1
.

Випишемо кілька перших членів цієї послідовності:
1

2
,  

2

3
,  

3

4
,  

4

5
,  

5

6
,  

6

7
,  

7

8
,  

8

9
,  ... .

Якщо члени цієї послідовності зображати точками на координат-
ній прямій, то ці точки будуть розміщатися все ближче й ближче 
до точки з координатою 1 (рис. 35.1).

1

a1

0
2
1

a3

3
2

a2 a4

4
3

5
4
6
5

8
7

7
6

9
8

Рис. 35.1

Говорять, що зі збільшенням номера n члени послідовності (an) 
прямують до числа 1.
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Інакше  кажучи,  зі  збільшенням  номера  n  різниця  | an – 1 | 
стає все меншою та меншою. Наприклад, | an – 1 | < 0,1 при n l10,  

| an – 1 | < 0,0001 при n l10 000  і т. д. Узагалі, починаючи з де

якого номера n різниця | an – 1 | може стати меншою від будь-якого 
наперед заданого додатного числа.

У цьому разі говорять, що число 1 є границею послідовності an, 
і записують: lim

n na
→

=
×

1  (тут lim — це початкові літери французь-

кого слова limite – границя). Також можна записати: lim .
n

n

n→ +
=

× 1
1  

Інколи використовують і таке позначення: 
n

n +
→

1
1  при n → ×. 

Послідовність, яка має границю, називають збіжною. Послідов-

ність з n-м членом an n
=

1

2
 є ще одним прикладом збіжної послі-

довності: зі збільшенням номера n члени цієї послідовності пряму-

ють до числа 0, тобто lim .
n n→

=
×

1

2
0

Не будь-яка послідовність є збіжною. Наприклад, послідовність 
натуральних чисел не є збіжною. Також не є збіжною послідовність 
(an), де an = (–1)n. Для цих послідовностей неможливо вказати чис-
ло, до якого прямують члени послідовності зі збільшенням номера 
члена.

Досі ми розглядали суми, які складаються зі скінченної кіль-
кості доданків. Проте при розв’язуванні деяких задач доводиться 
розглядати суми нескінченної кількості доданків.

Навіть саме словосполучення «сума не-
скінченної кількості доданків» може ви-
кликати здивування: адже не можна додати 
нескінченно багато чисел — такий процес 
ніколи не завершиться.

Проілюструємо на прикладі, як у мате-
матиці розв’язують таку проблему.

Розглянемо квадрат зі стороною 1 і поді-
лимо його на 2 рівні частини. Одну із частин 
зафарбуємо, а незафарбовану знову поділимо 
на дві рівні частини. Знову ж таки одну 
з них зафарбуємо, а другу поділимо на дві 
рівні частини й т. д. (рис. 35.2).

Після першого кроку площа зафарбованої фігури дорівнювати-

ме S1

1

2
= .

Рис. 35.2
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Після другого кроку: S2

1

2

1

4
= + .

Після третього кроку: S3

1

2

1

4

1

8
= + + .

. . .

Після n-го кроку: Sn n
= + + + +

1

2

1

4

1

8

1

2
... .

Отримали послідовність S1, S2, ..., Sn, ... .
Використовуючи формулу суми n перших членів геометричної 

прогресії, установлюємо, що після n-го кроку площа зафарбованої 
фігури дорівнюватиме

Sn

n

n

n
=



 











= − 






 = −

−

−

1

2

1

2
1

1

2
1

1

2

1

2
1 1 .

Оскільки площа квадрата дорівнює 1, то із цієї формули ви-

пливає, що площа незафарбованої частини дорівнює 
1

2n
.

Діючи за зазначеним алгоритмом, ми ніколи не зможемо по-
вністю зафарбувати квадрат. Але чим більше таких кроків буде 
зроблено, тим менше площа зафарбованої частини відрізнятиметься 
від площі даного квадрата, а площа незафарбованої частини все 
менше відрізнятиметься від нуля.

Цей факт підтверджується тим, що для послідовності (Sn), за-

даної формулою Sn n
= −1

1

2
,  виконується рівність lim .

n nS
→

=
×

1

Справді, lim .
n n→

=
×

1

2
0  

Звідси lim ,
n n→

−





 =

×
1 1

1

2
 тобто lim ... .

n n→
+ + + +






 =

×

1

2

1

4

1

8

1

2
1

Це означає, що сума n перших членів геометричної прогресії 
1

2
,  

1

4
,  

1

8
,  ... при необмеженому збільшенні n прямує до числа 1. Тому 

доцільно домовитися вважати число 1 сумою нескінченної геоме-

тричної прогресії 
1

2
,  

1

4
,  

1

8
,  ... . Записують:

1

2

1

4

1

8

1

2
1+ + + + + =... ... .

n



35.  Уявлення про границю послідовності 359

Узагальнимо розглянутий приклад.
Розглянемо довільну нескінченну геометричну прогресію b1, b2, 

b3, ..., bn, ..., у якої | q | < 1.

Сума n перших її членів обчислюється за формулою Sn

nb q

q
=

−

−
1 1

1

( )
.  

Запишемо:

S qn

n n
nb q

q

b b q

q

b

q

b

q
= = = −

−

−

−

− − −
1 1 1 11

1 1 1 1
1

( )
.æ

При | q | < 1 виконується рівність lim
n

nq
→

=
×

0  (цей факт буде до-

ведено в курсі математики 10 класу). Тоді lim .
n

nb

q
q

→ −
=

×
æ1

1
0  Звідси 

lim lim .
n n n

nS q
b

q

b

q

b

q→ →
= −







 =− − −× ×

1 1 1

1 1 1

Число 
b

q
1

1 −
 називають сумою нескінченної геометричної про-

гресії (bn), у якої | q | < 1, і записують:

b b b bn

b

q
1 2 3

1

1
+ + + + + =

−
... ... .

Якщо суму нескінченної геометричної прогресії позначити бук-
вою S, то можна записати таку формулу:

S
b

q
=

−
1

1

Розглянемо геометричну прогресію 1, 2, 22, 23, ..., 2n, ..., у якої 
q = 2, тобто | q | > 1.

У попередньому пункті ми переконалися, що вже сума її перших 
64 членів — величезне число. Зрозуміло, що при необмеженому 
збільшенні n сума n перших членів цієї прогресії не прямує до жод-
ного числа. У такому разі говорять, що розглядувана нескінченна 
прогресія суми не має. Узагалі, про суму нескінченної геометричної 
прогресії можна говорити лише тоді, коли | q | < 1.

Ви знаєте, що кожне раціональне число, тобто дріб виду 
m

n
,  де 

m — ціле число, а n — натуральне, можна подати у вигляді скін-
ченного десяткового дробу або у вигляді нескінченного періодич-
ного десяткового дробу.

Наприклад, 
5

8
0 625= , ;  

5

11
0 454545= , ...,  тобто 

5

11
0 45= ,( ).
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Ви вмієте подавати скінченний десятковий дріб у вигляді зви-

чайного дробу. Наприклад, 0 625
625

1000
, .=  Скоротивши цей дріб на 

125, отримаємо, що 0 625
5

8
, .=

Проте ви ще не знаєте, як подавати нескінченний періодичний 
десятковий дріб у вигляді звичайного дробу. Покажемо на прикла-
ді, як це можна зробити за допомогою поняття суми нескінченної 
геометричної прогресії.

Розглянемо нескінченний періодичний десятковий дріб 0,(45). 
Подамо це число у вигляді суми:

0,(45) = 0,454545... = 0,45 + 0,0045 + 0,000045 + ... .
Доданки 0,45; 0,0045; 0,000045; ... є членами нескінченної гео-

метричної прогресії (bn), у якої b1 = 0,45, q = 0,01. Оскільки | q | < 1, 
то можемо знайти суму цієї прогресії:

S = = = =
−

0 45

1 0 01

0 45

0 99

45

99

5

11

,

,

,

,
.

Тому 0 45
5

11
,( ) .=

П р и к л а д    1    Подайте нескінченний періодичний десятковий 
дріб 0,2(54) у вигляді звичайного дробу.

Розв’язання. Маємо: 
0,2(54) = 0,2545454... = 0,2 + 0,0545454... = 0,2 + 0,054 + 

+ 0,00054 + 0,0000054 + ... .
Нескінченний періодичний десятковий дріб 0,0545454... можна 

розглядати як суму нескінченної геометричної прогресії, перший 
член якої дорівнює b1 = 0,054, а знаменник q = 0,01. Тоді

 0 0545454
0 054

1 0 01

0 054

0 99

54

990

3

55
, ... .

,

,

,

,
= = = =

−

Звідси 0 2 54 0 2 0 0 54 0 2
3

55

1

5

3

55

14

55
, ( ) , , ( ) , .= + = + = + =

Відповідь: 
14

55
.  ◄

П р и к л а д    2    Дано правильний трикутник зі стороною a. Із ви-
сот цього трикутника побудовано другий правильний трикутник, 
із висот другого побудовано третій трикутник і т. д. Знайдіть суму 
периметрів і суму площ усіх трикутників.

Розв’язання. Висота правильного трикутника зі стороною a 

дорівнює 
a 3

2
,  висота правильного трикутника зі стороною 

a 3

2
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дорівнює 
a a3

2

3

2

3

4
æ =  і т. д. Тоді периметри даних трикутників 

утворюють послідовність 3a, 
3 3

2

a
,  

9

4

a
,  ..., що є геометричною 

прогресією зі знаменником 
3

2
,  який менший від 1. Отже, суму 

периметрів S можна обчислити за формулою S
a

=

−

3

1
3

2

.  Звідси 

S a
a a

= =
( )

( ) ( ) = +( )
−

+

− +

6

2 3

6 2 3

2 3 2 3
6 2 3 .

Площа правильного трикутника зі стороною a дорівнює 
a2 3

4
;  

площа  правильного  трикутника  зі  стороною 
a 3

2
 дорівнює 

a a3

2

3

4

3

4

3

4

2
2







 =æ æ ;  площа правильного трикутника зі стороною 

3

4

a
 дорівнює 

3

4

3

4

3

4

3

4

2 2 2
a a






 = 






æ æ  і т. д. Отже, площі трикутни-

ків утворюють послідовність, яка є геометричною прогресією з пер-

шим членом 
a2 3

4
 і знаменником 

3

4
. Отже, суму площ S можна 

обчислити за формулою S

a

=
−

2 3

4

1
3

4

.  Звідси S a= 2 3.

Відповідь: 6 2 3a +( );  a2 3.  ◄

П р и к л а д    3    Знайдіть знаменник q нескінченної геометричної 
прогресії (| q | < 1), у якої кожний член у 4 рази більший за суму 
всіх її наступних членів.

Розв’язання. Нехай an — довільний член прогресії, an + 1 — 
наступний за ним член. Розглянемо нескінченну геометричну 
прогресію з першим членом an + 1 і знаменником q (| q | < 1). Тоді її 

сума дорівнюватиме 
a

q

n +

−
1

1
.  За умовою an

na

q
= +

−

4

1

1 ,  тобто an
na q

q
=

−

4

1
.  
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Оскільки жодний член геометричної прогресії не дорівнює нулю, 

то отримуємо: 1
4

1
=

−

q

q
.  Звідси q =

1

5
.

Відповідь: 
1

5
.  ◄

ВПРАВИ

35.1.° Обчисліть суму нескінченної геометричної прогресії (bn) зі 
знаменником q, якщо:

1) b1 = 24, q =
3

4
; 	 3) b1 = 63, q = −

1

6
;

2) b1 = –84, q = −
1

3
; 	 4) b1 = –81, q = −

2

7
.

35.2.° Обчисліть суму нескінченної геометричної прогресії (bn) зі 
знаменником q, якщо:

1) b1 = 15, q =
2

3
; 	 2) b1 = 18, q = −

1

4
.

35.3.° Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії:
1) 10; 1; 0,1; ...;	 2) 0,3; 0,03; 0,003; ...;    3) 6; –3; 1,5; ... .

35.4.° Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії:
1) 64, 24, 9, ...;	 2) –396, 330, –275, ... .

35.5.° Подайте нескінченний періодичний десятковий дріб у вигляді 
звичайного дробу:
1) 0,1111...;	 3) 0,(24);	 5) 0,2666...;	 7) 1,181818...;
2) 0,(5);	 4) 0,416416416...;	 6) 0,6252525...;	 8) 2,3(36).

35.6.° Подайте нескінченний періодичний десятковий дріб у вигляді 
звичайного дробу:
1) 0,222...;	 3) 0,(28);	 5) 3,454545...;
2) 0,666...;	 4) 0,1777...;	 6) 1,4(12).

35.7.° Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії:

1) 2,  –1, 
1

2
,  ...;	 3) 

3 1

3 1

+

−
,  1, 

3 1

3 1

−

+
,  ... .

2) 3 3,  3, 3,  ...;

35.8.° Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії:

1) 
3

2
,  1, 

2

3
,  ...;	 2) 

2 1

2 1

+

−
,  

1

2 2−
,  

1

2
,  ... .

35.9.° Знайдіть перший член нескінченної геометричної прогресії, 

сума якої дорівнює 63, а знаменник дорівнює 
4

9
.
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35.10.°  Сума нескінченної геометричної прогресії дорівнює –60, 
а її перший член дорівнює –65. Знайдіть знаменник прогресії.

35.11.° З найдіть суму нескінченної геометричної прогресії (bn), 
якщо:

1) b3 = 4, b5 = 2;	 2) b1 + b3 = 20, b b2 4

20

3
+ = .

35.12.° З найдіть суму нескінченної геометричної прогресії (bn), 
якщо:
1) b2 = 54, b5 = 2;	 2) b2 – b4 = 48, b1 – b3 = 240.

35.13.° (Задача Ферма1.) Покажіть, що коли S є сумою нескінчен-

ної геометричної прогресії (bn), то 
S

S b

b

b−
=

1

1

2

.

35.14.• Сума нескінченної геометричної прогресії дорівнює 2, а сума 

чотирьох її перших членів дорівнює 1
7

8
.  Знайдіть перший член 

і знаменник цієї прогресії.

35.15.•  Сума нескінченної геометричної прогресії дорівнює 256, 
а сума трьох її перших членів дорівнює 252. Знайдіть перший 
член і знаменник цієї прогресії.

35.16.• Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії (bn), якщо 
b2b4 = 36 і b3 + b5 = 8.

35.17.• Знайдіть суму нескінченної геометричної прогресії (cn), якщо 

c3c5 = 20 і  c c2 4 12 5+ = .

35.18.• Розв’яжіть рівняння:
1) 1 + x + x2 + ... = 4, якщо | x | < 1;

2) 1 1 5
1 1

2
− + − =

x x
... , ,  якщо | x | > 1.

35.19.• Розв’яжіть рівняння 1 2 4 16

17
− + − =x x ... ,  якщо | x | < 1.

35.20.• Знайдіть знаменник нескінченної геометричної прогресії, 
перший член якої в 1,5 раза більший за суму решти її членів.

35.21.• Знайдіть знаменник нескінченної геометричної прогресії, 
сума двох перших членів якої у 8 разів більша за суму решти 
її членів.

35.22.• Сума чотирьох перших членів нескінченної геометричної 

прогресії зі знаменником q, | q | < 1, становить 
9

25
 суми всіх її 

членів. Знайдіть перший член і знаменник цієї прогресії, якщо 
другий член прогресії дорівнює 8, а перший є додатним.

1 П’єр Ферма́ — видатний французький математик.
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35.23.• У нескінченній геометричній прогресії зі знаменником q, 
| q | < 1, сума членів з непарними номерами дорівнює 36, а сума 
членів з парними номерами дорівнює 12. Знайдіть перший член 
і знаменник прогресії.

35.24.• У квадрат зі стороною a вписано ква-
драт, вершинами якого є середини сторін 
першого квадрата, у другий квадрат впи-
сано третій, вершинами якого є середини 
сторін другого, і т. д. (рис. 35.3). Знайдіть 
суму площ усіх квадратів.

35.25.•  Геометричну фігуру складено з  не-
скінченної послідовності рівносторонніх 
трикутників, розміщених так, як показано 
на рисунку 35.4. Площа кожного наступ-
ного трикутника вдвічі менша від площі 
попереднього. Сторона першого трикутника дорівнює 4 см. Чи 
поміститься така геометрична фігура на аркуші вашого зошиту?

Рис. 35.4

35.26.• У коло радіуса R вписано правильний трикутник, у трикутник 
вписано коло, у це коло вписано правильний трикутник і т. д. 
Знайдіть суму: 1) периметрів усіх трикутників; 2) площ трикут-
ників; 3) довжин кіл; 4) площ кругів, обмежених даними колами.

35.27.• У квадрат зі стороною a вписано коло, у коло вписано ква-
драт, у цей квадрат вписано коло, у яке знову вписано квадрат, 
і т. д. Знайдіть суму: 1) периметрів усіх квадратів; 2) площ ква-
дратів; 3) довжин кіл; 4) площ кругів, обмежених даними колами.

35.28.•• Побудуйте  графік  функції  y x
x

x

x

x
= + + +

+ +
2

2

2

2

2 21 1( )
...,  

де x ≠ 0.

35.29.•• Побудуйте графік функції y x
x

x

x

x
= + +

( )
+

+ +1 1
2

...,  де 

x > 0.

Рис. 35.3
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ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

35.30. Одному робітникові для виконання виробничого завдання 
потрібно на 4 год менше, ніж другому. Перший робітник про-
працював 2  год, а  потім його змінив другий. Після того як 
другий робітник пропрацював 3 год, виявилося, що виконано 
1

2
 завдання. За скільки годин може виконати це завдання кож-

ний робітник, працюючи самостійно?

35.31. Дослід полягає в одночасному підкиданні трьох гральних 
кубиків. Знайдіть ймовірність того, що випадуть дві трійки та 
одна двійка.

35.32. При яких значеннях параметра a система рівнянь

x y

y x a

2 22 1+ − =

= +







( ) ,

має три розв’язки?

35.33. Розв’яжіть рівняння 6 3 2 4 13 42 2x x x x+ + + = − .

	 36.	 Сумування

Разом з кожною послідовністю a1, a2, a3, ..., an, ... можна роз-
глядати й таку послідовність (Sn):

S1 = a1, S2 = a1 + a2, S3 = a1 + a2 + a3, ...,
Sn = a1 + a2 + ... + an, ... .

Знаходження формули n-го члена послідовності (Sn) називають 
сумуванням перших n членів послідовності (an).

Оскільки ви знаєте формули для обчислення суми n перших 
членів арифметичної і геометричної прогресій, то тим самим умієте 
сумувати перші n членів цих послідовностей.

За допомогою грецької літери S (сигма) суму a1 + a2 + ... + an 

записують так: ak
k

n

=
∑

1

.

Наприклад, 1 2 32 2 2 2 2

1

+ + + + =
=
∑... ;n k
k

n

1 2 33 3 3 3 3

1

+ + + + =
=
∑... .n k
k

n
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У п. 22 було встановлено, що

k
k

n n n n2

1

1 2 1

6=
∑ =

+ +( ) ( )
;  k

k

n n n3

1

2
1

2=
∑ = 








+( )
.

Це означає, що ви вмієте сумувати перші n членів відповідно 
послідовності квадратів і послідовності кубів натуральних чисел.

Одним з ефективних способів сумування є використання раніше 
доведених формул.

П р и к л а д    1    Знайдіть суму 
3

2

9

4

25

8

2 1

2
+ + + +

+
... .

n

n

næ

Розв’язання. Маємо: 
2 1

2

1

2

k

k k

k
k

æ +
= + .

Тоді дану суму можна переписати так:

1 2 3
1

2

1

2

1

2

1

21 2 3
+






 + +






 + +






 + + +






... .n

n
 Звідси

1 2 3
1

2

1

2

1

2

1

21 2 3
+



 + +



 + +



 + + +



 =... n

n

= + + + + + + + + +





=( ... ) ...1 2 3
1

2

1

2

1

2

1

22 3
n

n
= + −

+n n
n

( )
.

1

2

1

2
1

Отже, 
2 1

2

1

2

1

21

1
k

k
k

n

n

k n næ + +

=
∑ = + −

( )
.  ◄

П р и к л а д    2    Знайдіть суму 1 + 12 + 45 + ... + n2 (2n – 1).

Розв’язання. Запишемо: k2 (2k – 1) = 2k3 – k2. Звідси
1 + 12 + 45 + ... + n2 (2n – 1) = 

= − + − + − + + − =( ) ( ) ( ) ... ( )2 1 1 2 2 2 2 3 3 23 2 3 2 3 2 3 2æ æ æ æn n

= + + + − + + + = − =
= =
∑ ∑2 1 2 1 2 23 3 3 2 2 2 3

1

2

1

( ... ) ( ... )n n k k
k

n

k

n

= 





 − = − =

+ + + + + +
2

1

2

1 2 1

6

1

2

1 2 1

6

2 2 2

æ
n n n n n n n n n n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=
+ + −n n n n( ) ( )

.
1 3 1

6

2

 ◄

П р и к л а д    3    Знайдіть суму 7 77 777 77 7+ + + ... .
n

��� ��

Розв’язання. Оскільки 77 7 7 11 1... ... ,
n n

��� �� ���= æ  то для розв’язування 

задачі достатньо знайти суму Sn

n

= + + + +1 11 111 11 1... ...���  і отрима-

ний результат помножити на 7.
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Маємо: Sn

n

= + + + + =
− − − −10 1

9

10 1

9

10 1

9

10 1

9

2 3

...

= + + + − + + + =
1

9

1

9
10 10 10 1 1 12( ... ) ( ... )n

n
� ��� ���

= − = −
−

−

−1

9

10 10 1

10 1 9

10 10 1

81 9
æ

( ) ( )
.

n nn n

Шукана сума дорівнює 
70 10 1

81

7

9

( )
.

n n−
−  ◄

Якщо для даної послідовності (an) вдається знайти таку послі-

довність (bn), що an = bn + 1 – bn, тоді суму ak
k

n

=
∑

1

 знайти легко. 

Справді, a1 + a2 + ... + an = (b2 – b1) + (b3 – b2) + (b4 – b3) + ... + 
+ (bn + 1 – bn) = bn + 1 – b1.

П р и к л а д    4    Знайдіть суму 1 1 2 2 3 3æ æ æ æ! ! ! ... !.+ + + + n n
Розв’язання. Маємо: n n n næ ! ( )! !.= + −1  Тепер можна записати:

k k n n n
k

n

æ ! ( ! !) ( ! !) ( ! !) ... (( )! !) ( )!
=
∑ = − + − + − + + + − = + −

1

2 1 3 2 4 3 1 1 1.. ◄

П р и к л а д    5    Доведіть, що коли послідовність (an) — арифме-
тична прогресія з ненульовими членами, то

1 1 1

1 2 2 3 1 1 1a a a a a a

n

a an n n

+ + + =
+ +

... .

Розв’язання. Маємо: 
1 1 1 1

1 1a a a a dn n n n+ +

= −







æ ,  де d — різниця 

прогресії. Тоді

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 1 1 2 2 3
a a a a a a a a d a a dn n

+ + + = −








 ⋅ + −









 ⋅ +

+

... ....+ −







 =

+

1 1 1

1a a dn n

æ

= − + − + + −







 = −







 =

+ +

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 1 1 1d a a a a a a d a an n n

...

= = =+

+ + +

− + −a a

da a

a dn a

da a

n

a a

n

n n n

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1æ æ
.  ◄

П р и к л а д    6    Знайдіть суму 
5

1 2

13

2 3

25

3 4

2 2 1

1

2

æ æ æ
+ + + +

+ +

+
... .

( )

n n

n n

Розв’язання. Маємо: 
2 2 1

1

2 1 1

1

1

1

1 1

1

2

2 2
n n

n n

n n

n n n n n n

+ +

+

+ +

+ + +
= = + = + −

( )

( )

( ) ( )
.
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Тоді можна записати:
2 2 1

1

1

1

1

2

1

2

1

3

1

3

1

4

2

1

2 2 2
k k

k kk

n + +

+=
∑ = + −






 + + −






 + + −




( )



 + + + −






 =

+
... 2

1 1

1n n

= + − =
+

+

+
2 1

1

1

2 3

1
n

n

n n

n

( )
.  ◄

ВПРАВИ

36.1.• Знайдіть суму:
1) 2 + 10 + 30 + ... + n (n2 + 1);
2) 1 2 3 2 3 4 1 2æ æ æ æ+ + + + +... ( ) ( ).n n n

36.2.• Знайдіть суму 1 2 2 3 1æ æ+ + + +... ( ).n n

36.3.• Знайдіть суму 
5 1

51

k

k
k

n kæ −

=
∑ .

36.4.• Знайдіть суму 
3 3 1

3

1 2

1

k k

k
k

n k k+

=

+ +∑ æ æ
.

36.5.• Знайдіть суму:
1) 9 99 999 99 9+ + + +... ... ;

n
��� �� 	 2) 5 55 555 55 5+ + + +... ... .

n
��� ��

36.6.•• Доведіть, що коли послідовність (an) — арифметична про-
гресія з додатними членами, то

1 1 1

1 2 2 3 1 1 1a a a a a a

n

a an n n+ + + +
+ + + =

+ +

... .

36.7.•• Знайдіть суму:

1) 
1

1 5

1

5 9

1

9 13

1

4 7 4 3æ æ æ
+ + + +

− −
... ;

( ) ( )n n

2) 
3

1 2

7

2 3

13

3 4

1

1

2

æ æ æ
+ + + +

+ +

+
... ;

( )

n n

n n

3) 
1

2

2

3

3

4 1! ! ! ( )!
... ;+ + + +

+

n

n

4) 
3

4

5

36

7

144

2 1

12 2
+ + + +

+

+
... .

( )

n

n n

36.8.•• Знайдіть суму:

1) 
1

2 7

1

7 12

1

12 17

1

5 3 5 2æ æ æ
+ + + +

− +
... ;

( ) ( )n n

2) 
3

1 2

13

2 3

37

3 4

1

1

3 2

æ æ æ
+ + + +

+ +

+
... .

( )

n n

n n



36.  Сумування 369

36.9.* Знайдіть суму 
1

1 12
1 ( )

.
kk

n

+ −=
∑

36.10.* Знайдіть суму 
1

1 2 3

1

2 3 4

1

1 2æ æ æ æ
+ + +

+ +
... .

( ) ( )n n n

36.11.* Знайдіть суму S an
na a a n= + + + + + −1 2 3 42 3 1... ,æ  де a ≠ 1.

ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

36.12. Набираючи щодня на 3 сторінки тексту більше, ніж плану-
валося, оператор комп’ютерного набору закінчив роботу обсягом 
60  сторінок на день раніше строку. Скільки сторінок тексту 
набирав він за день?

36.13. При яких значеннях параметра a рівняння

 
x a x a

x x

2

2

2 2 6 3

2
0

− + + −

+ −
=

( )
 

має єдиний розв’язок?

36.14. Побудуйте на координатній площині множину точок, коор-
динати яких (x; y) задовольняють систему нерівностей

  
y x

x y

m
m
,

.2 2 1+




36.15. Розв’яжіть рівняння 2 1 7 1 13 12 2 2 3( ) ( ) ( ).x x x x+ + − − = −
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!	  
Головне в параграфі 7

Послідовність
Об’єкти, які пронумеровано поспіль натуральними числами 1, 
2, 3, ..., n, ..., утворюють послідовності.

Арифметична прогресія
Послідовність, кожний член якої, починаючи з другого, дорівнює 
попередньому члену, до якого додано одне й те саме число, на-
зивають арифметичною прогресією. Зазначене число називають 
різницею арифметичної прогресії.

Формула n-го члена арифметичної прогресії
an = a1 + d (n – 1)

Властивість членів арифметичної прогресії
Будь-який член арифметичної прогресії, крім першого (і остан-
нього, якщо прогресія є  скінченною), дорівнює середньому 

арифметичному двох сусідніх із ним членів: an = 
a an n− ++1 1

2
.

Формули суми n перших членів арифметичної прогресії

S nn
na a

=
+1

2
æ ;  S nn

a d n
=

+ −2 1

2
1 ( )

æ

Геометрична прогресія
Геометричною прогресією називають послідовність із відмінним 
від нуля першим членом, кожний член якої, починаючи з дру-
гого, дорівнює попередньому члену, помноженому на одне й те 
саме відмінне від нуля число. Це число називають знаменником 
геометричної прогресії.

Формула n-го члена геометричної прогресії
bn = b1qn – 1

Властивість членів геометричної прогресії
Квадрат будь-якого члена геометричної прогресії, крім першого 
(і останнього, якщо прогресія є скінченною), дорівнює добутку 
двох сусідніх із ним членів: b b bn n n

2
1 1= − + .

Формула суми n перших членів геометричної прогресії

Sn

nb q

q
=

−

−
1 1

1

( )

Формула суми нескінченної геометричної прогресії, модуль зна-
менника якої менший від 1

S
b

q
=

−
1

1
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Дружимо з комп’ютером

Ви продовжите вдосконалювати свої навички користування комп’ю
тером, що їх набули в 7 і 8 класах, опановувати нові інструменти та нові 
програмні засоби. Нагадаємо, що, крім завдань, наведених у цьому розділі, 
ви можете використовувати різноманітні програми, створені для вивчення 
шкільного курсу математики. Ви можете звертатися до глобальної мережі 
Інтернет для пошуку таких програм та іншої додаткової інформації до 
курсу алгебри.

Якщо ви плануєте вибрати професію, що потребує постійно використо-
вувати знання з математики, то можна почати опановувати математичні 
пакети (наприклад, MathCad, MathLab і т. п.), які містять потужний 
інструментарій для математичних обчислень, геометричних побудов тощо.

У цьому розділі наведено завдання, які ви можете виконувати за допо-
могою комп’ютера в міру вивчення відповідних тем. Для тих, хто любить 
програмування, пропонуємо створювати алгоритми та програми, у яких 
використовуватимуться набуті математичні знання. Поки ви не вивчили 
на достатньому рівні яку-небудь мову програмування, досить придумати 
алгоритм і записати його словами або у вигляді блок-схеми; у міру вивчення 
мов програмування ви можете реалізовувати ці алгоритми у вигляді про-
грам. Зауважимо, що вміння складати алгоритми (послідовності дій) стане 
вам у нагоді не тільки в програмуванні, а й в інших областях діяльності.

До п. 2 «Функція»
1. 	Які способи задання функції є зручними для того, щоби подати цю 

функцію за допомогою комп’ютера? Які інструменти для цього можна 
використати?

2. 	Які стандартні функції є в табличному редакторі, яким ви користуєтесь?

До п. 3 «Зростання і спадання функції. Найбільше і найменше зна-
чення функції»

3. 	Функцію задано таблично. Запишіть алгоритм для пошуку проміжків 
знакосталості та алгоритм для пошуку проміжків зростання і спадання 
функції. Яку умову має задовольняти розташування інформації у цій 
таблиці? Чи можна створити такий алгоритм для інших способів за-
дання функції? Чому?

4. 	Припустимо, що у вас є підпрограма, яка дає змогу обчислити значення 
деякої функції в будь-якій точці. Чи можна за допомогою цієї підпро-
грами знайти всі нулі цієї функції? Зробіть висновок про особливості 
розв’язування рівнянь за допомогою комп’ютера. Знайдіть в Інтернеті 
інформацію про чисельні методи розв’язування рівнянь.

До п. 4 «Парні та непарні функції»
5. 	Задайте в табличному редакторі яку-небудь функцію для додатних 

значень аргументу. Доповніть таблицю так, щоб отримати: 1) парну 
функцію; 2) непарну функцію. Як зробити це автоматично? Побудуйте 
графік цієї функції.
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До п. 5 «Як побудувати графіки функцій y = kf (x) і y = f (kx), якщо 
відомо графік функції y = f (x)»

6. 	За допомогою табличного редактора задайте яку-небудь функцію 
y = f (x) таблично та побудуйте на підставі таблиці графік цієї функ-
ції. Які зміни треба внести до таблиці, щоб отримати графік функції 
y = kf (x)? Як зробити це автоматично? Побудуйте таким чином кілька 
графіків функції y = kf  (x) для різних значень k. Розташуйте всі ці 
графіки на одному рисунку.

7. 	Побудуйте графік якої-небудь функції y = f (x) за допомогою графічного 
редактора. Які інструменти графічного редактора треба використати, 
щоб отримати із цього графіка графік функції y = kf  (x) при k > 1; 
при 0 < k < 1; при k = –1? Як можна використати ці інструменти, щоб 
отримати графік функції y = kf (x) при k < 0?

8. 	Придумайте самостійно та виконайте завдання, які ілюструють побудову 
графіка y = f (kx) за допомогою табличного редактора та за допомогою 
графічного редактора. Які окремі випадки потрібно розглянути?
До п. 6 «Як побудувати графіки функцій y = f (x) + b і y = f (x + a), 
якщо відомо графік функції y = f (x)»

9. 	За допомогою табличного редактора задайте яку-небудь функцію 
y = f (x) таблично та побудуйте на підставі таблиці графік цієї функ-
ції. Які зміни треба внести до таблиці, щоб отримати графік функції 
y = f (x) + b? y = f (x + a)? y = f (x + a) + b? Як зробити це автоматично? 
Побудуйте таким чином кілька графіків функції y = f (x + a) + b для 
різних значень a і b. Розмістіть їх на одному рисунку.

10. Побудуйте графік якої-небудь функції y = f (x) за допомогою графічного 
редактора. Які інструменти графічного редактора треба використати, 
щоб отримати із цього графіка графік функції y = f (x) + b? y = f (x + a)? 
Як можна використати ці інструменти, щоб отримати графік функції 
y = f (x + a) + b?
До п. 7 «Як побудувати графіки функцій y = f (| x |) і y = | f (x) |, якщо 
відомо графік функції y = f (x)»

11. З а допомогою табличного редактора задайте яку-небудь функцію 
y = f (x) таблично та побудуйте її графік. Які зміни треба внести в таб
лицю, щоб отримати графік функції y = f (| x |)? y = | f (x) |? Як зробити 
це автоматично?

До п. 8 «Квадратична функція, її графік і властивості»
12. Параболу задано формулою y = ax2 + bx + c. Запишіть алгоритм, вхід-

ними даними для якого є значення a, b, c. Алгоритм має визначити 
такі характеристики параболи: напрям віток, координати вершини, 
точки перетину з осями координат, на підставі чого зробити висновок, 
яку частину параболи доцільно зобразити на графіку. 

Користуючись цим алгоритмом, визначте, яку ділянку параболи 
доцільно зобразити на графіку. Автоматизуйте процес складання від-
повідної таблиці значень функції та побудуйте графік за отриманою 
таблицею. Як ви будете вибирати значення аргументу функції для цієї 
таблиці, щоб графік став якомога точнішим?
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До п. 9 «Розв’язування квадратних нерівностей»
13. Користуючись таблицею, наведеною в п. 9, запишіть алгоритм для 

розв’язування квадратної нерівності ax2 + bx + c > 0, вхідними даними 
для якого є значення a, b, c.

Які вхідні дані треба додати до цього алгоритму та як змінити 
його, щоб можна було розв’язувати також нерівності ax2 + bx + c < 0, 
ax2 + bx + c l 0, ax2 + bx + c m 0? 

До п. 10 «Розв’язування нерівностей методом інтервалів»
14. Нехай деяку функцію визначено на R, задано нулі й точки розриву 

цієї функції та є підпрограма, яка дає змогу обчислити значення функ-
ції в будь-якій точці. Запишіть алгоритм, вихідними даними якого є 
проміжки знакосталості цієї функції із вказанням знака функції на 
кожному проміжку.

До п. 11 «Розміщення нулів квадратичної функції відносно заданої 
точки»

15. Запишіть алгоритм, який за коефіцієнтами квадратного рівняння та 
значенням a визначає, як розташоване число a на координатній прямій 
відносно коренів даного рівняння. Які окремі випадки треба розглянути?

До п. 12 «Рівняння з двома змінними та його графік»
16. Припустимо, що рівняння з двома змінними f (x; y) = 0 задано дуже 

складною формулою f (x; y), тому для побудови його графіка неможливо 
скористатися ні способами, вивченими в п. 12, ні табличним редакто-
ром. Проте існує підпрограма, яка дає змогу обчислити значення f (x; y) 
для заданих значень змінних. Як побудувати графік цього рівняння на 
екрані комп’ютера? Наскільки адекватним буде цей графік?

До п. 13 «Графічний метод розв’язування систем рівнянь із двома 
змінними»

17. Остап Забудько захотів розв’язати систему рівнянь із двома змінними 
таким чином: для кожного з них побудувати графік рівняння, задавши 
в табличному редакторі таблицю відповідних значень, а потім знайти 
на екрані комп’ютера точки перетину цих графіків. У чому полягають 
недоліки цього плану?

До п. 14 «Розв’язування систем рівнянь із двома змінними методом 
підстановки і методами додавання та множення»

18. Нехай дано дві множини, які являють собою розв’язки двох рівнянь 
із двома змінними. Запишіть алгоритм, який робить висновок: чи є за-
дані рівняння рівносильними? чи є одне з них наслідком другого (якщо 
так, то яке саме)? За допомогою якої структури даних ви подаватимете 
множину розв’язків рівняння з двома змінними?

До п. 15 «Метод заміни змінних та інші способи розв’язування систем 
рівнянь із двома змінними»

19. Запишіть алгоритм, який визначає, чи є многочлен: 1) однорідним; 
2) симетричним.
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20. Користуючись алгоритмом, створеним у попередньому завданні, за-
пишіть алгоритм, який видає рекомендацію щодо застосування спосо-
бів розв’язування системи двох рівнянь із двома змінними, вивчених 
у цьому пункті.

До п. 16 «Нерівності з двома змінними» 
21. Опануйте засоби графічного редактора, які дають змогу зобразити 

на екрані комп’ютера множину розв’язків нерівності з двома змінни-
ми. Коли границю цієї області потрібно зобразити суцільною лінією, 
а коли — пунктирною?

22. З апишіть алгоритм, який визначає, яка фігура є графіком заданої 
лінійної нерівності з двома змінними.

До п. 17 «Системи нерівностей із двома змінними»
23. Нехай є кілька функцій fi (x; y) і для кожної з них існує підпрограма, 

яка дає змогу обчислити значення функції fi (x; y) для заданих зна-
чень змінних. Як побудувати на екрані комп’ютера графік множини 
розв’язків системи нерівностей, кожна з яких має вигляд fi (x; y) > 0?

До п. 19 «Нерівності між середніми величинами. Нерівність Коші—
Буняковського»

24. Напишіть програму для обчислення середнього квадратичного, серед-
нього арифметичного, середнього геометричного, середнього гармоніч-
ного даних чисел a і b. Перевірте за її допомогою виконання співвід-
ношення між цими величинами.

До п. 20 «Математичне моделювання»
25. Проаналізуйте задачі цього пункту. Опишіть кожну з них у якомога 

загальнішому вигляді. Знайдіть ті з них, які мають однакові мате-
матичні моделі. Запишіть алгоритм для розв’язування кожної задачі 
в загальному вигляді, опишіть, що є вхідними та вихідними даними 
для цього алгоритму.

До п. 21 «Відсоткові розрахунки»
26. Як використовувати калькулятор для обчислень за формулою складних 

відсотків? Розв’яжіть задачі 21.2, 21.3 за допомогою калькулятора.
27. Проаналізуйте задачі цього пункту. Знайдіть ті з них, які мають одна-

кові математичні моделі. Складіть список «типових» задач, пов’язаних 
з відсотковими розрахунками. Запишіть алгоритм для розв’язування 
кожної задачі в загальному вигляді, опишіть, що є вхідними та ви-
хідними даними для цього алгоритму.

До п. 22 «Метод математичної індукції»
28. Чи можна для того, щоб довести справедливість деякого твердження 

для всіх n ∈ N, замість методу математичної індукції використати 
метод перебору? Чому?

До п. 23 «Основні правила комбінаторики. Перестановки»
29. Як можна проілюструвати за допомогою табличного редактора правило 

суми? правило добутку? Виберіть задачі із цього пункту та проілю-
струйте їх.
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30. Напишіть програму для обчислення факторіала натурального числа, 
використовуючи цілі типи даних. Визначте, на яких значеннях вхідних 
даних програма припиняє працювати через переповнення.

31. Ознайомтеся з поняттям рекурсії. Як, використовуючи це поняття, 
сформувати весь набір перестановок для заданої множини? Чим схожі 
поняття рекурсії та метод математичної індукції?

До п. 24 «Розміщення»
32. Як сформувати весь набір розміщень по k елементів для заданої мно-

жини з n елементів?
33. Ознайомтеся з поняттям «дерево варіантів». Як можна застосувати це 

поняття для розв’язування комбінаторних задач?

До п. 25 «Сполуки (комбінації)»
34. Напишіть програму, яка за заданими натуральними n і k видає зна-

чення Pn, An
k,  Cn

k.  Які перевірки й обмеження потрібно врахувати? 

Скористайтеся результатами, отриманими під час написання програми 
обчислення факторіала.

До п. 26 «Частота та ймовірність випадкової події»
35. Як можна використати комп’ютер в експериментах з визначення ста-

тистичної ймовірності?
Завдання цього пункту наочно демонструють переваги використання 

комп’ютера для статистичних обчислень. Більш того, сучасні табличні 
редактори можуть взяти на себе багато технічної роботи з виконання об-
числень. Опануйте інструменти табличного редактора, які дають змогу за 
даними, які вже є в таблиці, обчислити нові дані й занести їх у таблицю.
36. Виконайте вправу 26.6 за допомогою табличного редактора. Чи можете 

ви автоматизувати отримання відповідей?
37. Перенесіть наведену в задачі 26.13 таблицю в табличний редактор. 

Додайте стовпчик «ймовірність того, що вибраний навмання предмет 
виявиться предметом, описаним у даному рядку», і зробіть так, щоб 
цей стовпчик заповнився автоматично.

До п. 27 «Класичне означення ймовірності»
38. Табличний редактор допоможе вам розглядати всі можливі результати 

експериментів і позначати, які з них є сприятливими.
Складіть таблицю, у першому стовпці якої записано всі можливі ре-

зультати, отримані при одночасному підкиданні двох монет (рис. 27.3). 
Позначте у другому стовпчику події, які є сприятливими згідно з умовою 
задачі. Які інструменти табличного редактора дають змогу автоматично 
підрахувати потрібну ймовірність?

Розв’яжіть аналогічним чином задачі 27.10, 27.17, 27.18. Яка умова 
має виконуватися для всіх рядків таблиці, щоб цей спосіб розв’язування 
давав правильні результати?

До п. 29 «Початкові відомості про статистику»
39. Опануйте комп’ютерні засоби створення та різноманітного оформлення 

графіків і діаграм.
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До п. 30 «Числові послідовності»
40. У табличному редакторі можна заповнити клітинки таблиці членами 

скінченної послідовності, заданої за допомогою формули n-го члена 
послідовності та за допомогою рекурентної формули. Опануйте ці спо-
соби заповнення таблиці.
Використайте ці способи для виконання деяких завдань цього пункту 

на ваш вибір.

До п. 31 «Арифметична прогресія»
41. У табличному редакторі створіть механізм для заповнення клітинок 

таблиці членами скінченної арифметичної прогресії. Зробіть так, щоб 
цей механізм можна було використовувати для отримання арифметичної 
прогресії з будь-якими заданими значеннями a1 і d.

До п. 32 «Сума n перших членів арифметичної прогресії»
42.  Створіть у табличному редакторі таблицю, перший стовпчик якої 

містить натуральне число k — номер члена арифметичної прогресії, 
другий — значення k-того члена, третій — суму k перших членів ариф-
метичної прогресії. Максимальне значення k виберіть на свій розсуд. 
Чи можете ви повністю автоматизувати побудову цієї таблиці за даними 
значеннями a1 і d?

До п. 33 «Геометрична прогресія»
43. У табличному редакторі створіть механізм для заповнення клітинок 

таблиці членами скінченної геометричної прогресії. Зробіть так, щоб 
цей механізм можна було використовувати для отримання геометричної 
прогресії з будь-якими заданими значеннями b1 і q.

До п. 34 «Сума n перших членів геометричної прогресії»
44. У завданні 42 ви створили таблицю, яка будує арифметичну прогресію 

із заданими a1 і d. Доповніть цю таблицю четвертим стовпцем, який 
містить величину k-того члена геометричної прогресії, у якої b1 = a1, 
q = d, і п’ятим стовпцем, який містить суму перших k членів цієї гео-
метричної прогресії. Побудуйте графік на основі цієї таблиці.
Дослідіть поведінку цих арифметичної та геометричної прогресій для 

різних значень a1 і d.

До п. 35 «Уявлення про границю послідовності. Сума нескінченної 
геометричної прогресії, модуль знаменника якої менший від 1»

45. Побудуйте таблицю, яка за заданою формулою n-го члена послідовності 
обчислює задану кількість членів цієї послідовності. Побудуйте відпо-
відний графік. За допомогою цієї таблиці продемонструйте «поведінку» 
збіжних і розбіжних послідовностей.

46. Побудуйте таблицю, яка ілюструє обчислення суми n перших членів 
нескінченної геометричної прогресії, у якої | q | < 1. Побудуйте відпо-
відний графік. 

До п. 36 «Сумування»
47. Як можна за допомогою комп’ютера знаходити наближені значення 

шуканих сум?
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1.10. 6. 1.12. Більше тих, у яких цифри записано в порядку спадання. 
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4) 1. 1.20. 1) 2; 2) (4; +×). 1.21. 2) Якщо a = 2, то x — будь-яке число; якщо 
a > 2, то x al − −2;  якщо a < 2, то x am− −2.  1.22.  1) [ ; ) { };2 1+ −× Ÿ  
2) ( ; ) ( ; );− +1 2 2Ÿ ×  3) [ ; ) { };1 2+ −× Ÿ  4) ( ; ) ( ; ).− − − −× Ÿ3 3 2  1.23.  1) Якщо 
a m1,  то x al ;  якщо 1 3< a m ,  то x al  або x = 1; якщо a > 3, то x al ,  або 

x = 1, або x = 3. 1.24. 4) [–1; 4]; 6) 2; –2. 1.25. 4) − +



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

3

2
; .×  1.28. 1) 1; 

2) 2; 3; 3) 1; 4. 1.29. 1) (0; 2), (4; 2); 2) (1; –1), (1; 2), (5; –1), (5; 2); 3) (1; –1), 
(–1; 1). 1.30. 1) Якщо a = 1, то x l3;  якщо a ≠ 1, то x = 3; 2) якщо a < 1, 
то x = a, або x = 1, або x = 3; якщо 1 3ma < ,  то x = a або x = 3; якщо al3,  
то x = a; 3) якщо a < 0 або a = 1, то x = 1; якщо al0  і a ≠ 1, то x = 1 або 
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.  1.42. Не існують. Вказівка. Скористайтеся тим, що значення 

виразу 5n + 1 не кратне 4. 1.45. m = 4, n = 6. Вказівка. При ml5  остання 
цифра десяткового запису числа m! + 12 дорівнює 2. 1.46. 25; 76. Вказівка. 
Шукане число n таке, що число (n2 – n) кратне 100. Далі скористайтеся 

тим, що НСД (n; n – 1) = 1. 1.47. Вказівка. 
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ведіть, що НСД  (n + 1; n + 2) = 1, НСД  (n + 1; 3n + 4) = 1, НСД  (2n + 3; 
n + 2) = 1, НСД  (2n + 3; 3n + 4) = 1. 1.48.  Вказівка. Можна записати: 
x2 + ax + b = (x – x1) (x – x2), де x1 ∈�,  x2 ∈�,  x1 > 2, x2 > 2. Звідси 1 + a + 
+ b = (1 – x1) (1 – x2). 1.49. 8. Вказівка. Скористайтеся тим, що дві останні 
цифри запису числа n2 + 8n + 16 — нулі. 
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2.31.  1) �;  2) ( ; ) [ ; );− +× ×Ÿ0 1  3) � �\ ;  4) � �\ ;  
5) �.  2.32. 1) {1}; 2) {0, 1}; 3) �.  2.33. 1) {0, 1}; 2) {0}. 
2.34.  3) Див. рисунок. Вказівка. D  (y) = [–1; 2), 
E (y) = {0, 1}.

x1–1

y

1

0 2 x1

y

1

0–1

До задачі 2.34 (3) До задачі 2.35 (2)

2.35. 2) Див. рисунок. Вказівка. D y( ) ,=�  E (y) = {0}. 2.36. 1) Див. рисунок; 
2) див. рисунок.

x1

y

0–1

1

x1

y

0

1

–1
–1

До задачі 2.36 (1) До задачі 2.36 (2)

2.37. 1) Див. рисунок; 2) див. рисунок.

x1–1

y

0

1

x

y

1–1 0

1

До задачі 2.37 (1) До задачі 2.37 (2)

x1

y

1

–2 0

–8

До задачі 2.28
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2.38. Д ив. рисунок. Вказівка. Скористайтеся тем, що коли x∈�,  то 
x2 ≡ r (mod 5) тільки при r ∈ {0, 1, 4}.

x1

y

1

0–1 2 3 4 5–2–4–5

4

–3

До задачі 2.38

2.40.  f x x( ) .= +
1

3

7

3
 2.41. g (x) = 13 – 3x. 2.42.  f x x( ) .= −

1

3
 Вказівка. Оскіль-

ки рівність, задана в умові, виконується при всіх x, то замість x підставте 

–x. Отримаємо: f  (–x) + 2f  (x) = –x + 1. Із системи 
f x f x x

f x f x x

( ) ( ) ,

( ) ( )

+ − = +
− + = − +





2 1

2 1
 

знаходимо f x x( ) .= −
1

3
 Залишилося перевірити, що знайдена функція за-

довольняє умову задачі. 2.43.  f x
x

x
( ) .= − −

2

1

2
 Вказівка. До даної рівності 

замість x підставте 
1

x
.  2.44.  f x

x
( ) .=

+10

3
 Вказівка. До даної рівності за-

мість x підставте 1 – x. 2.45. 0; –2. Вказівка. Подайте дану функцію у ви-
гляді f (x) = (x + 1)2 – 1. Тоді легко встановити, що f (f (f (x))) = (x + 1)8 – 1. 
2.46. –5; –4. Вказівка. f (x) = (x + 5)2 – 5. 2.47. 1. Вказівка. Очевидно, що 

x x x2 1− + l .  Тоді f f x f x x( ( )) ( ) .l l  2.51. 
16

1 12

x x

x x( ) ( )
.

− −
3.8. 5) 1; 6) 1; 7) [0; +×); 8) �;  9) � �\ .  3.9. 4) (–×; 0]; 5) 3; 6) [0; 1); 

7) { } ( \ );0 Ÿ � �    8) 
1

2
.     3.10. 4) (–×; –1),  (–1; +×);   6) (k; k + 1),  k∈�.  

3.11. 6) (1; 3), (3; +×); 7) (–×; 0), [1; +×). 3.12. 2. 3.13. m < –2. 3.14. Зрос-
тає на кожному з проміжків виду [k; k + 1), k∈�.  3.25. Зростає на про-
міжку (–×; 0], спадає на проміжку [0; +×). Вказівка. Скористайтеся тео-
ремою 3.5. 3.27. Зростає на проміжку [a; +×), спадає на проміжку (–×; a]. 
3.28. Вказівка. Скористайтеся теоремами 3.3 і 3.4. 3.31. 1) min ( ) ,

M
f x =1  

найбільшого значення не існує; 2) min ( ) ,
[ ; ]−

=
4 4

0f x  max ( ) .
[ ; ]−

=
4 4

4f x  3.32. 

1) max ( ) ,
M

f x =13  найменшого значення не існує; 2) min ( ) ,
[ ; ]0 2

0f x =  max ( ) .
[ ; ]0 2

1f x =  

3.33. 1) 2; 2) 2; 3) 1. 3.34. 1) Зростаюча; 2) зростаюча. 3.35. 1) Спадна; 
2) спадна. 3.36. a = 0. Вказівка. Із теореми 3.6 випливає, що дана функція 
повинна мати не більше одного нуля. 3.37. a = 1. 3.38.  a m2.  3.39.  a m1.  
3.40. 1) –1. Вказівка. Доведіть, що ліва частина рівняння задає зростаючу 
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функцію; 2) 3; 3) 2. 3.41. 1) 1; 2) 9; 3) 
1

2
.  3.42. 1) 9. Вказівка. Доведіть, 

що ліва і права частини рівняння задають функції, одна з яких є зроста-
ючою, а друга — спадною; 2) 1. 3.43. 1) 4; 2) 4. 3.44. 0. 3.45. 0. 3.46. (2; 2), 
(–2; –2). Вказівка. Перше рівняння системи перепишемо так: x7 + x = y7 + y. 
Розглянемо функцію f (t) = t7 + t. Вона є зростаючою. Тоді x = y. 3.47. (1; 1). 

3.48.  (1;  0), (0;  1). Вказівка. Розгляньте функцію f t t t( ) .= +2 4  Вона 
є зростаючою. 3.49. Вказівка. Див. приклад 8 п. 3. 3.50. Вказівка. Ліву 
частину нерівності подайте у вигляді (B – A) x1 + A + B, де A = (1 – x2) ×
× (1 – x3) ... (1 – xn), B = (1 + x2) (1 + x3) ... (1 + xn). Розгляньте функцію f (x) = 
= (B – A) x + A + B, D (f) = [0; 1]. Для будь-якого x ∈ [0; 1] виконується не-

рівність f x f( ) ( ).m 1  3.52. 3. Вказівка. Див. приклад 5 п 3. 3.53. 1, 
− −1 5

2
;  

− +1 5

2
.  Вказівка. Перепишіть дане рівняння так: 

x

x

3 3
1

2
1

2

+
+









= .  Роз-

гляньте функцію f x
x

( ) .=
+3 1

2
 3.54.  Не може. Вказівка. Доведіть, що 

f f( ) ( ) .0 1
1

2
= =  3.55. 9. 3.56. (0; 2), (4; 2). 3.58. ( ; ) ( ; ).− +1 2 2Ÿ ×

4.6. 6) Парна; 7) непарна; 8) непарна. 4.7. Парна. 4.8. Парна. 4.9. Не-
парна. 4.11. 0. 4.13. 0. 4.14. 0. 4.15. Парна. 4.16. Непарна. 4.17. Спадна. 
4.18. Зростаюча. 4.19. 2; 5. 4.20. –3; –1. 4.21. 0. Вказівка. Доведіть, що 
функція f є сталою на проміжку [–5; 5]. 4.22. 1) a = 1. Вказівка. Покажіть, 
що для всіх x∈�  рівність (x – 1)4 + a (x + 1)4 = (x + 1)4 + a (x – 1)4 викону-
ється тільки при a = 1; 2) a = –1. 4.23. a = 1. Вказівка. Див. приклад 3 п. 4. 
4.24. Вказівка. Даний вираз задає парну функцію. Доведіть, що многочлен, 
який задає парну функцію, не містить одночленів непарного степеня.  

4.25. a − +3 1.  4.28. 2; 3; 
5 89

2

±
.

5.28. 2 1+ .  5.29. a = 2.
6.17. а) y = x2 + 3;  б) y = –2x2 – 1.    6.18. а) y = 2x2 – 6;  б) y = 4 – x2. 

6.19. a) y = (x – 2)2; б) y = –3 (x + 3)2. 6.20. a) y x= +
1

2
4 2( ) ;  б) y = –2 (x – 1)2. 

6.21.  a) y = (x + 2)2 – 4; б) y = –(x – 2)2 + 5; в) y x= − +
1

3
3 12( ) .  6.22.  a) y = 

= (x – 4)2 – 5; б) y = –2 (x + 6)2 + 7. 6.27. Обидва твердження є правильними. 

6.30. 3) Вказівка. y
x

x x
= = − −
− + −

− −

2 2 2

1

2

1
2 ; 4) Вказівка. y

x

x

=
−

+

1

2

1

1

2

æ . 6.32. 2) Див. 

рисунок. Вказівка. y x y x y
x= → = + → = −1 1
2

.  6.34.  5) Див. рису-

нок. Вказівка. y = [x] → y = [x – 1] → y = [2x – 1]. 6.35. 8) Див. рисунок.
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x

y

0

1

1

y x=

1y x= +

1
2
xy = −

0

1

x

y

1

До задачі 6.32 (2) До задачі 6.34 (5)

0

1

x

y

1 2 x

y

0 1

1

y x=

До задачі 6.35 (8) До задачі 6.38

Вказівка. y x y x y
x

= →→ = +{ } = − +{ }{ } .
1

3 2

1

3
 6.36. Якщо a < 0, то коренів 

немає; якщо a = 0, то один корінь; якщо a > 0, то 2 корені. Вказівка. Роз-
гляньте графіки функцій f (x) = a – | x | і g (x) = x2. 6.37. a < 0. 6.38. Якщо 
a m 1, то один корінь; якщо a > 1, то коренів немає (див. рисунок). 
6.39.  Якщо al −2,  то один корінь; якщо a < –2, то коренів немає. 

6.40. Якщо a m1,  то min ( ) ,
[ ; ]1 3

1f x a= −  max ( ) ;
[ ; ]1 3

3f x a= −  якщо 1 < a < 2, то 

min ( ) ,
[ ; ]1 3

0f x =  max ( ) ;
[ ; ]1 3

3f x a= −  якщо a = 2, то min ( ) ,
[ ; ]1 3

0f x =  max ( ) ;
[ ; ]1 3

1f x =  якщо 

2 < a < 3, то min ( ) ,
[ ; ]1 3

0f x =  max ( ) ;
[ ; ]1 3

1f x a= −  якщо al3,  то min ( ) ,
[ ; ]1 3

3f x a= −  

max ( )
[ ; ]1 3

1f x a= −  (див. рисунок).

xa 1 3 xa 2 31 x2 31

xa2 31 xa31

До задачі 6.40

y = | x – a |
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x

y

0 1

1

3y x=

x

y

0 1

1

2

2

–2

До задачі 6.42 До задачі 6.43

6.42. Якщо a ≠ 0, то 2 корені; якщо a = 0, то один корінь (див. рисунок). 
6.43. Якщо | a | > 2, то коренів немає; якщо | a | = 2, то безліч коренів; якщо 
| a | < 2, то 2 корені. Вказівка. Перепишіть рівняння так: 2 – | x | = | x – a | 

і скористайтеся рисунком. 6.44. Якщо a >
3

4
,  то 2 корені; якщо a =

3

4
,  

то один корінь; якщо a <
3

4
,  то коренів немає. Вказівка. Див. рисунок. 

Значення параметра a, при яких пряма та парабола мають одну спільну 
точку, можна знайти з умови, що кожне з квадратних рівнянь x – a = x2 + 1 
і a – x = x2 + 1 повинне мати один корінь.

x

y

0 1
4
3

4
3–

До задачі 6.44

6.45. Якщо a >
9

4
,  то коренів немає; якщо a =

9

4
,  то один корінь; якщо 

a <
9

4
,  то 2 корені. 6.47. 

x y+

2
.  6.48. (1; –1), (1; 2), (5; –1), (5; 2).6.49. –4.

7.8. 1) [–7; 7]; 2) [–3; 7], [0; 6]. 7.9. 1) –2; 2; y > 0 при x∈ − − +( ; ) ( ; );× ×Ÿ2 2  
y < 0 при x ∈ (–2; 2); 2) –3; 2; y > 0 при x∈ − − − +( ; ) ( ; ) ( ; ).× ×Ÿ Ÿ3 3 2 2  
7.11. Вказівка. 1) Скористайтеся схемою: y = f  (x) → y = f  (x – 1) → y = 
= f (| x | – 1); 2) скористайтеся схемою: y = f (x) → y = f (| x |) → y = f (| x – 1 |). 
7.13.  4) Див. рисунок. Вказівка. Скористайтеся схемою: y x y= → =   

= + → = − → −1 1 1x y x x .
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x

y

0 1

1 y x=
x

y

0 1

1 y x=

До задачі 7.13 (4) До задачі 7.15 (3)

7.15.  3) Див. рисунок. Вказівка. Скористайтеся схемою: y x y= → =    

= + → = + → = − +x y x y x2 2 1 2. 7.17. 1) Якщо a < 0, то коренів немає; 

якщо a = 0 або a > 1, то 2 корені; якщо a = 1, то 3 корені; якщо 0 < a < 1, 
то 4 корені; 2) якщо a < 0, то коренів немає; якщо a = 0 або a > 1, то 
2 корені; якщо a = 1, то 3 корені; якщо 0 < a < 1, то 4 корені; 3) якщо a < 0, 
то коренів немає; якщо a = 0, то 3 корені; якщо 0 < a < 1, то 6 ко-
ренів; якщо a = 1, то 4 корені; якщо a > 1, то 2 корені; 4) якщо a < 0, то 
коренів немає; якщо a = 0 або a > 2, то 1 корінь; якщо 0 < a < 2, то 2 ко-
рені. 7.18. 3) Якщо a < 0, то коренів немає; якщо a = 0 або a = 3, то 4 коре-
ні; якщо 0 < a < 1, то 8 коренів; якщо a = 1, то 7 коренів; якщо 1 < a < 3, 
то 6 коренів; якщо a > 3, то 2 корені. 7.23. 1) Див. рисунок. Вказівка. 

Скористайтеся схемою: y x y x y x y x= → = − → = − → = − − →1 1 1 1  

→ = − −y x 1 1 .

x

y

0 1

1

До задачі 7.23 (1)

7.25. a = 0 або a = 2. 7.26. a = 1 або a = –5. 7.27. a = –2 або a = −
1

2
.  7.28. a = 1 

або a = −
1

3
.  7.29. a = −

1

2
.  7.30. a =

8

3
.  7.32. 0. 7.33.  − +






3

2
; .×  7.34. 

1 13

2

±
.

8.10. –1; 1; 3. 8.11. 4. 8.12. 1) 2 корені; 2) 1 корінь. 8.13. 3 корені. 
8.14. 1) (–1; –1), (9; 9); 2) (2; 23), (8; 17). 8.15. (3; 15), (–1; 11). 8.18. 1) –25; 

2) –13; 3) –22. 8.19. 1) 26; 2) 17; 3) –10. 8.20. p = 1, q = 4. 8.21.  a = −
7

6
,  

b =
7

6
.  8.22. a = 3, b = 5. 8.25. a = 9. 8.26. b = –16. 8.27. b = 18. 8.28.  am−1.  

8.29.  al3.  8.30.  a = 0, або a = 1, або a = 4. 8.31.  c = –8. 8.32.  c = 14. 
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8.33. c > 14. 8.34.  a =
3

2
 або a = −

5

2
.  Вказівка. Рівняння x2 – 2ax + 3 = x – 1 

повинне мати єдиний розв’язок. 8.35. a = –5. 8.36. а) a > 0, b < 0, c < 0; 
б) a < 0, b < 0, c > 0. 8.38. Ні. Вказівка. Доведіть, що числа a і c мають різ-
ні знаки. 8.39. c > 0. Вказівка. З умови випливає, що f (1) > 0. 8.40. 1; 3. 
8.41. a = –3, або a = –1, або a = 1, або a = 3. Вказівка. Модулі координат 
вершини параболи рівні. 8.42. –2 < a < 0. 8.43. p = –4, q = 9. 8.44. a = 1, 
b = –8, c = 6. 8.45. а) –4; б) 4. 8.46. –1. 8.53. 3) Див. рисунок. 8.54. 2) Див. 
рисунок. 

x

y

1

0
1

3–5

–5

x

y

2

0

6

1–4

–4

2

До задачі 8.53 (3) До задачі 8.54 (2)

8.57. 2 корені. 8.58. Ні. Вказівка. Графіки мають перетинатися в точці, 
абсциса якої дорівнює 1. 8.59. Ні. Вказівка. Доведіть, що a = c. Тоді число 
–1 — нуль лінійної функції. 8.61. –1. Вказівка. f ( ) .1 0l  8.62. Вказівка. 
Координати вершин парабол мають вигляд (a;  a  +  1). 8.64.  Вказівка. 

g x

x x x

x

x x x

( )

, ,

, ,

, .

=
−

− < <

− +









2

2

2 1

1 1 2

4 3 2

якщо

якщо

якщо

m

l

 8.66. 
25

16
.  Вказівка. Розгляньте функцію 

f (t) = t2 + 2t + 2, D f( ) ; .= − +






1

4
×  8.67. a = 3 або a =

13

4
.  Вказівка. Див. ри

сунок. 8.68. − < <
5

4

21

4
a .  Вказівка. Треба знайти всі значення параметра а, 

при яких нерівність x2 – 4x + 3 + | x – a | < 2 має хоча б один розв’язок. 
8.69. a = 1. Вказівка. Покажіть, що x1

2 + x2
2 = 2 (a2 + a – 1), де x1 і x2 — ко-

рені рівняння. Дане рівняння має корені, якщо його дискримінант 
D a= −4 4 0l ,  тобто al1.  Тому потрібно дослідити на найменше значення 
функцію f (a) = 2 (a2 + a – 1), D (f) = [1; +×). 8.70. a = 2. 
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x

y

0 1

1

3
x

y

B C

A

D

O

До задачі 8.67 До задачі 8.74

8.71. Якщо a < −
3

4
,  то 4 корені; якщо − <

3

4

1

4
ma ,  то 2 корені; якщо a =

1

4
,  

то один корінь; якщо a >
1

4
,  то коренів немає. Вказівка. Розглянувши 

дане рівняння як квадратне відносно a, отримуємо таку сукупність: 

a x x

a x x

= − +

= − − −







2

2 1

,

.
 На координатній площині xa побудуйте графік даного рів-

няння. 8.72. Усі точки, які лежать нижче від параболи y = –x2 – 3. Вказів-
ка. Маємо: 2a2 – 4ax + x2 – y – 3 = 0. Розгляньте цю рівність як квадратне 
рівняння відносно a. Його дискримінант D = 8x2 + 8y + 24 має бути від’єм
ним. 8.73. Вказівка. Скористайтеся тем, що f (0) f (1) = f (c). 8.74. Вказів-
ка. Нехай парабола перетинає осі координат у точках A (0; y), B (x1; 0) і 
C (x2; 0), де x1 і x2 — нулі квадратичної функції (див. рисунок). Коло, яке 
проходить через точки A, B і C, перетинає вісь ординат у точці D. Маємо: 
OB OC OA ODæ æ= .  Далі, скориставшися теоремою Вієта, покажіть, що коло 
проходить через точку (0; 1). 8.76. Вказівка. Позначимо a = x і розглянемо 
функцію f  (x) = x2 + b2 + c2 – x2b – b2c – c2x – 1. Маємо: f  (x) = (1 – b)  x2 – 
– c2x + b2 + c2 – b2c – 1. Якщо b ≠ 1, то графіком цієї функції є парабола, 
вітки якої напрямлені вгору, а отже, найбільшого значення на відріз- 
ку [0; 1] функція набуває в одній із точок x = 0 або x = 1. Тоді достатньо 
довести дві нерівності: f ( )0 0m  і f ( ) .1 0m  Випадок b = 1 розгляньте окремо. 
8.78.  ( ; ) ( ; ).− − − −× Ÿ3 3 2  8.79. 1. 8.80. 1. 8.81. –3; –1; 2; 6. 

9.9. 1) (–2; 1); 2) ( ; ] [ ; );− − +× ×Ÿ5 2  3) − −





3
1

3
; ;  4) ( ; ) ( ; );− − +× ×Ÿ21 1  

5) ( ; ) ( ; );− − +× ×Ÿ3 4  6) −





13

3
1; .  9.10.  1) ( ; ] [ ; );− +× ×Ÿ1 4  2) (–5; –3); 

3) 
1

6

1

2
; ;







  4) ( ; ) ( ; ).− − +× ×Ÿ10 1  9.11. При –5 < x < 4. 9.12. При 1 < x < 2,5. 

9.13. 1) –6; 2) –2. 9.14. 1) 1; 2) –3. 9.19. 1) –4 < a < 4; 2) –8 < a < 12; 

3) 
3

8

3

2
< <a .  9.20. 1) b < −

1

16
 або b > 1; 2) b < 4 або b > 10. 9.21. 1) (0; 3]; 
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2) [ ; , ] [ ; );− − +4 0 5 6Ÿ ×  3) [ ; ) ( ; ];−1 0 6 10Ÿ  4) (–5; –3]. 9.22. 1) −











× Ÿ; ; ;

1

2

5

3
3  

2) ( ; ) [ ; ).−2 0 5 9Ÿ  9.23. 1) –4; –3; –2; –1; 0; 1; 2) –3; –2; 1; 2. 9.24. 1) (6; +×); 

2)  ( ; ) ( ; );−3 5 5 6Ÿ      3)  ( ; ) ( ; ] [ ; ) ( ; );− − − − +× ×Ÿ Ÿ Ÿ9 9 2 7 9 9      4)  −





1

2

3
; .  

9.25. 1) [–2; 2); 2) ( ; ) ( ; ).−5 6 6 7Ÿ  9.26. 1) (–11; 11); 2) − −






+




× ×Ÿ; ; ;

1

8

1

8
 

3) [ ; ] [ ; ];− −5 3 3 5Ÿ  4) ( ; ) ; ( ; ).− − −





 +× ×Ÿ Ÿ1 1

1

4

1

4
 9.27. 1) ( ; ] [ , ; , ]− − −× Ÿ Ÿ1 0 4 0 4  

Ÿ ×[ ; );1 +  2) [–2; 2]; 3) − −















1

2

1

3

1

3

1

2
; ; .Ÿ  9.28. 1) (–3; 4); 2) (1; 4); 3) −








3

4
1; ;  

4) ( ; ) ( ; );− +× ×Ÿ1 3  5) [ ; ] [ ; ];−1 0 1 6Ÿ  6) − −






+




× ×Ÿ; ; ;

2

3

1

2
 7) (–×;  1); 

8)  [ ; ] ; .− + + 4 2 3 17Ÿ ×     9.29.  1) ( ; ) ( ; );− − −6 3 2 1Ÿ    2) − − −( )1 5 2; Ÿ 

Ÿ − − +( )2 1 5; ;  3) − +( )5 3 2 2; ;  4) ( ; ] [ ; );− − +× ×Ÿ1 5  5) − −





×; ;

2

3
 6) (–2; 3). 

9.30. 1) a > 4; 2) −1
3

5
m ma ;  3) 0

1

2
< <a ;  4)  a >

5

3
;  5) a > 6. 9.31. 1) al9;  

2) 3 7m ma ;  3) al1;  4) al4.  9.32.  al
9

2
.  9.33. a < –16. 9.34. 

8 2 7

9

±
.  

9.35. 1) Якщо a < 1, то a < x < 1 або x > 4; якщо 1 4m ma ,  то x > 4; якщо 

a > 4, то x > a; 2) якщо am−
1

4
,  то розв’язків немає; якщо − <

1

4
1am ,  то 

− <
1

4
mx a;  якщо a > 1, то −

1

4
1m mx .  9.36. 1) Якщо am−8,  то –8 < x < 9; 

якщо –8 < a < 9, то a < x < 9; якщо a l 9, то розв’язків немає; 2) якщо 
a < 1, то x < a; якщо 1 8m ma ,  то x < 1; якщо a > 8, то x < 1 або 8 < x < a. 
9.37.  1 2m ma .  Вказівка. Множина розв’язків першої нерівності має міс-
тити множину розв’язків другої нерівності. Шукані значення параметра a 

є розв’язками системи 
1 3

1 2 1 3

m m
m m

a

a

,

.−




 9.38.  −
1

3

2

3
m ma .  9.39. a ∈ [–2; 0]. 

9.40. a ∈ [0; 1]. 9.41.  −{ }b

a2
.  Вказівка. Маємо: f (x) = ax2 + bx + c. З умови 

випливає, що f (1) < 0. Умові задачі відповідає клітинка 5  таблиці на 

c. 103. 9.42. ∅. 9.43. 1) a =
4

3
 або −

1

3

1

3
m ma ;  2) 0

1

3
< <a .  9.44. 1) a =

5

2
 або 

−1 1m ma ;  2) 0
3

2
< <a .  9.45. Вказівка. Розгляньте функцію f (x) = ax2 + bx + c. 

9.46. Вказівка. Розгляньте функцію f (x) = cx2 + bx + a. 9.47. 1; 33;  41;  7. 
Вказівка. Можна записати: x2 – 8 (x – {x}) + 7 = 0. Звідси x2 – 8x + 7 = –8 {x}. 
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Розв’язки  рівняння  потрібно  шукати  серед  розв’язків  системи 

x x

x x

2

2

8 7 0

8 7 8

− +

− + > −







m ,

.
  Маємо: x∈[ ; ) ( ; ].1 3 5 7Ÿ  Далі  розгляньте  5  випадків: 

1) x ∈ [1; 2); 2) x ∈ [2; 3); 3) x ∈ (5; 6); 4) x ∈ [6; 7); 5) x = 7. Для цих ви-

падків [x] дорівнює відповідно 1, 2, 5, 6, 7. 9.48. 1; 7;  13;  19;  5. 
9.50.  (1; –1), (–1; 1). 9.51. Якщо a < 0 або a = 1, то x = 1; якщо al0  

і a ≠ 1, то x = 1 або x = a2. 9.52. 
2 10

3
.

10.1.  4) −





 +1 3

1

2
; ( ; ).Ÿ ×  10.2.  4) ( ; ) ; ; .− − −














× Ÿ Ÿ5 0 2

3

5

3

4
 10.3. 

2) ( ; ) ( ; ) ( ; );− − +× ×Ÿ Ÿ1 3 4 4  3) ( ; ) ; ; .− − −













× Ÿ Ÿ6 2

3

2

1

4

1

4
 10.4. 3) ( ; )− −× Ÿ4  

Ÿ Ÿ
1

2
2 2 3; ( ; ).





  10.5. 2) −








5

3
2; ; 7) ( ; ) ( ; ).− − +× ×Ÿ3 2  10.6. 2) −






 +

2

3
3 3; ( ; );Ÿ ×  

4) 
− − − +







 +











1 21

2

1 21

2
1; ; .Ÿ ×  10.7.  4) ( ; ) ; ( ; );− 






5 0 1 1 8

1

4
Ÿ Ÿ  7) ( ; )−2 1 Ÿ 

Ÿ ( ; ).3 4       10.8. 4) ( ; ) ( ; ) ( ; );− − − +× ×Ÿ Ÿ7 1 1 2      6) −





 +1 2 3 7

1

3
; ( ; ) ( ; );Ÿ Ÿ ×  

8) ( ; ) ; ; ( ; ).− − − −( ) ( ) +× ×Ÿ Ÿ Ÿ2 3 1 1 3 2     10.9. 5) ( ; ) ; ( ; );− − 





 +× ×Ÿ Ÿ1 0 1

1

2
 

7) ( ; ) ( ; ).− −5 1 2 3Ÿ  10.10. 5) ( ; ) ( ; ) ( ; );− − − +× ×Ÿ Ÿ4 3 3 6  8) (– 2 ; 0)Ÿ(1; 2 ) Ÿ 
Ÿ (2; +∞). 10.11. 2) ( ; ] [ ; );− +× ×Ÿ1 2  4) ( ; ] [ ; ).− −× Ÿ3 0 2  10.12. 3) ( ; ]− −× Ÿ6  

Ÿ [ ; ].−4 6  10.13. 1) ( ; ] [ ; ) { };− − + −× ×Ÿ Ÿ4 5 3  5) ( ; ] { }.− −3 1 0Ÿ  10.14. 2) ( ; ]− −× Ÿ5  

Ÿ Ÿ[ ; ] { };−4 0 2  3) ( ; ) ( ; ] ( ; ] { }.− − − −3 2 2 1 2 3 7Ÿ Ÿ Ÿ  10.15.  [ ; ) ( ; ] { }.− −1 0 0 5 2Ÿ Ÿ  
10.16.  [ ; ) ( ; ] { }.−3 0 0 4 5Ÿ Ÿ  10.17. 1) –4 < x < –3 або x > 5; 2) − −4 3m mx  або 
x l5;  3) x < –4; 4) x m−4,  або x = –3, або x = 5. 10.18. 1) 3 < x < 7; 2) 3 7m mx  
або x = –2; 3) –2 < x < 3; 4) −2 3m mx  або x = 7. 10.19.  ( ; ] ( ; ).− +3 0 3Ÿ ×  
10.20. ( ; ] ( ; ).− +4 1 4Ÿ ×  10.21. 1) ( ; ) [ ; ] ( ; );− − − +× ×Ÿ Ÿ8 3 3 8  2) ( ; ) ( ; );− +× ×Ÿ0 1  

3) (–×; 3); 4) − −( ) +( )2 1 7 2 2; ; .Ÿ ×  10.22. 1) [ ; ] [ ; ];− −7 5 5 7Ÿ  2) ( ; )− −5 2 Ÿ  

Ÿ ×( ; );− +1  3) ( ; ) ( ; ) ( ; );− −5 2 2 3 3 5Ÿ Ÿ  4) [–1; 0). 10.23. 1) 
3

4
1 1; ( ; );






 +Ÿ ×  

2) ( ; ] [ ; ] [ ; );− − − +× ×Ÿ Ÿ4 1 1 4  3) 0
8

5

5

2
; ; .







+




Ÿ ×  10.24.  1) [ ; ) ( ; );4 5 5Ÿ ×+  

2) (–×; –3]; 3) (0; +×). 10.25. 1) [3; +×). Вказівка. Позначивши 2x – 1 = a 
і x2 – x – 6 = b, можна помітити, що дане рівняння має вигляд | a | + | b | = 
= a + b. Тепер скористайтеся тим, що | a | + | b | = a + b тоді й тільки тоді, 

коли       al0  і bl0;       2) ( ; ] [ ; ).− − − +× ×Ÿ2 1         10.26. 1) 
2

3
2 3; [ ; );







+Ÿ ×  

2) ( ; ] [ ; ).− − +× ×Ÿ2 1  10.27. 1) Якщо a m−
3

5
 або al1,  то x∈ −








3

5
1; ;  якщо 
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− < <
3

5
1a ,  то x a a∈ −








3

5
1; ( ; );Ÿ  2) якщо a < −

3

5
 або a > 1, то x a∈ −





3

5
1; { };Ÿ  

якщо −
3

5
1m ma ,  то x∈ −





3

5
1; .  10.28.  1) Якщо a m−

3

7
 або al1,  то 

x∈ −







3

7
1; ;  якщо − < <

3

7
1a ,  то x a a∈ −








3

7
1; ( ; );Ÿ  2) якщо a < −

3

7
 або a > 1, 

то x a∈ −





3

7
1; { };Ÿ  якщо −

3

7
1m ma ,  то x∈ −





3

7
1; .  10.29. 1) Якщо a < 1, то 

x a∈( ; ) ( ; );1 1 3Ÿ  якщо 1 3ma < ,  то x ∈ (a; 3); якщо a = 3, то розв’язків не-
має; якщо a > 3, то x ∈ (3; a); 2) якщо a m1,  то x ∈ [a; 3]; якщо 1 < a < 3, 
то x a∈[ ; ] { };3 1Ÿ  якщо a = 3, то x ∈ {1, 3}; якщо a > 3, то x a∈[ ; ] { }.3 1Ÿ  
10.30. 1) Якщо a < –2, то x a∈ − −( ; ) ( ; );2 2 1Ÿ  якщо − <2 1ma ,  то x ∈ (a; 1); 
якщо a = 1, то розв’язків немає; якщо a > 1, то x ∈ (1; a); 2) якщо a m−2,  
то x ∈ [a; 1]; якщо –2 < a < 1, то x a∈ −[ ; ] { };1 2Ÿ  якщо a = 1, то x ∈ {–2, 1}; 

якщо a > 1, то x a∈ −[ ; ] { }.1 2Ÿ  10.31.  4
1

3
;  5. Вказівка. Можна записати: 

2 {x} – {x} [x] = [x] + {x} – 5. Звідси {x} (1 – [x]) = [x] – 5. Останнє рівняння 

рівносильне такому: { } .
[ ]

[ ]
x

x

x
=

−

−

5

1
 Тепер зрозуміло, що потрібні зна-

чення треба шукати серед розв’язків системи 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

,

.

x

x

x

x

−

−

−

−

<








5

1

5

1

1

0l
 10.32.  5

1

3
;  6. 

10.34.  a −3.  10.35. 12 км/год.

11.1. a < –1 або a >
5

2
.  11.2. a < –13 або 0 < a < 1. 11.3. 

11

20
1ma <  або 

a > 3. 11.4.  − < −
2

3

1

4
ma  або a > 1. 11.5.  al

7

2
.  11.6.  a m−3  або − < −1

3

4
ma .  

11.7.  1
6

5
m ma .  Вказівка. Розгляньте випадок, коли a = 1, а потім пере-

творіть дане рівняння у зведене квадратне рівняння. 11.8.  a m−2  або 

− <
7

9
2a m .  11.9. a < –2 або a > 5. 11.10. 2 < a < 5. 11.11.  − < −

4

5

3

4
ma ,  або 

a > 12, або a = 1. 11.12.  − < −
16

7
2ma .  11.13.  a < − −1 3  або a > −3 1.  

11.14.  a < −
7

3
 або a > 3. 11.15.  a m−

1

2
.  Вказівка. При a l 0 умова не ви-

конується. Далі, позначивши ліву частину нерівності f (x), покажіть, що 
множина шуканих значень параметра a є об’єднанням множин розв’язків 

двох систем 

a

D

f

x

<









0

0

1 0

10

,

,

( ) ,

l
m

l

 і 
a

D

<
<





0

0

,

.
 11.16.  a <

1

2
 або al

7 13

6

+
.  11.17. a > 1. 
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Вказівка. Переконайтеся, що a = 0 умову задачі не задовольняє. Далі за-
пишіть умови, що відповідають кожному з положень параболи на рисунку. 

11.18.  a >
16

9
.  11.19.  a m

13

9
.  Вказівка. Оскільки порожня множина є під-

множиною будь-якої множини, то значення параметра, при яких перша 

нерівність не має розв’язків, задовольняють умову задачі. 11.20. 0 2m ma .

11.22. 2; 3. 11.23. 6 2.  11.24. –2; 3; 
− ±7 73

2
.

2–2 2–2

2–2 2–2

До задачі 11.17

12.1. 1) (4; –2); 2) 
1

2

1

2
; ;







  3) (0; 1), (1; 1); 4) (0; 0). 12.2. 1) (3; –2); 

2) −







2

3

2

3
; ;    3) (1; 0), (1; –1);   4) (0; 0).     12.9.  11) Вказівка. 

x y x y x y x y x y= → − = → − = → − = + → − = +1 1 1 1 1 1  (див. ри-

сунок); 12) Вказівка. x y x y x y x y= → − = + → − = + → − = +1 1 1 1 1 1  

(див. рисунок).

0 x

y

1

1

0 x

y

1

1

0 x

y

1

1

До задачі 12.9 (11) До задачі 12.9 (12)

12.11.  4) Вказівка. x = y2 → x = (y – 1)2 → | x | = (| y | – 1)2 → | x + 2 | = 
= (| y | – 1)2 (див. рисунок).
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0 x

y

1

1

0 x

y

1

1

До задачі 12.11 (4) До задачі 12.15 (4)

12.15. 4) Вказівка. x + y = 2 → | x | + y = 2 → | x | + | y | = 2 → | x – 1 | + | y + 2 | = 
= 2 → | 2x – 1 | + | y + 2 | = 2 (див. рисунок). 12.16. 5) Вказівка. x – y = 2 → 
→ | x | – y = 2 → | x | – | y | = 2 → | x + 1 | – | y – 1 | = 2 → | x + 1 | – | 2y – 1 | = 2 
(див. рисунок). 12.17.  8) Вказівка. Дане рівняння рівносильне системі 

x y

y

−( ) + =





1 1

0

2 2 ,

.l
 12.18. 8) Вказівка. Дане рівняння рівносильне системі 

x y

x

2 2
2 4

0

+ −( ) =





,

.l
 12.21. Якщо | a | > 1, то 1 корінь; якщо | a | = 1 або 

a =
2

2
,  то 2 корені; якщо | a | < 1 і a ≠

2

2
,  то 3 корені. Вказівка. По-

будуйте в системі координат xa графік заданого рівняння (див. рисунок). 
12.22. Якщо a < –2, то розв’язків немає; якщо a = –2, то 1 корінь; якщо 
–2 < a < 0, або a = 1, або a > 2, то 2 корені; якщо a = 0 або a = 2, то 3 ко-

рені; якщо 0 < a < 2 і a ≠ 1, то 4 корені. 12.23. 
1

5

1

3
ma <  або a =

8

15
.  Вка-

зівка. Маємо: ax x x= − − +8 15 12 .  Графік функції y = ax — пряма, яка

0

x

y

1

1

x

a

1

1

2
2 2

2

2
2

–

2
2–

O

До задачі 12.16 (5) До задачі 12.21
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x

y

3

A
B

5

M

1

O

x

y

3

4

a

a

0

3

До задачі 12.23 До задачі 12.30

проходить через початок координат. Графіком функції y x x= − − +8 15 12  
є півколо кола (x – 4)2 + (y – 1)2 = 1, яке лежить вище від прямої y = 1. 
Указані графіки повинні мати одну спільну точку. Цій умові відповідають 
(див. рисунок) дотична OM і будь-яка пряма, яка проходить через початок 
координат, кутовий коефіцієнт якої не менший від кутового коефіцієнта 

прямої OB і менший від кутового коефіцієнта прямої OA. 12.24. − <
2

5
0ma .  

12.25. Графік складається із чотирьох точок: (1; 1), (1; –1), (–1; 1), (–1; –1). 

Вказівка. Доведіть, що ( ) ( ) ,x y x y4 4 2 21 1 4+ + l  і з’ясуйте умову досягнення 
рівності. 12.26. Графік складається з однієї точки (1; –2). 12.27. Графік 
складається з 9 точок: (1; 1), (0; 1), (–1; 1), (1; 0), (0; 0), (–1; 0), (1; –1), 
(0; –1), (–1; –1). Вказівка. Скористайтеся тим, що при 0 1m mt  викону-

ється нерівність t tl .  12.28. Множина прямих виду y = x + c, де c∈�.  
12.29.  Усі точки координатної площини, які мають цілі координати. 
12.30. 3. Вказівка. Нехай | x | + | y | = a, де a > 0. Треба знайти найменше 
значення параметра a, при якому квадрат | x | + | y | = a і коло x2 + (y – 4)2 = 1 

мають спільну точку (див. рисунок).    12.31. 4.     12.32.  x x+ − −2 2.  

12.33. 
1

2
;  2. 12.34. x2 + 2x – 12 = 0.

13.2. 4) (0; 0), (1; 1); 5) (0; 4), (5; –1). 13.3. 1) 2 розв’язки; 2) 3 розв’язки; 
3) 1 розв’язок; 4) 2 розв’язки; 5) розв’язків немає; 6) 3 розв’язки; 7) 4 роз
в’язки; 8) 2 розв’язки; 9) 3 розв’язки. 13.4. 1) 3 розв’язки; 2) розв’язків 
немає; 3)  2 розв’язки; 4)  4 розв’язки; 5) 2 розв’язки; 6) 2 розв’язки.  
13.6. 1) Якщо a > 0, то 2 розв’язки; якщо a = 0, то один розв’язок; якщо 

a < 0, то розв’язків немає; 2) якщо a < 1 або a > 2,  то розв’язків немає; 

якщо a = 1 або a = 2,  то 4 розв’язки; якщо 1 2< <a ,  то 8 розв’язків; 

3) якщо a < −
17

4
 або a > 2, то розв’язків немає; якщо a = −

17

4
 або –2 < a < 2, 

то 2 розв’язки; якщо − < < −
17

4
2a ,  то 4 розв’язки; якщо a = –2, то 3 роз
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в’язки; якщо a = 2, то один розв’язок; 4) якщо a > −
1

4
,  то 2 розв’язки; 

якщо a = −
1

4
,  то один розв’язок; якщо a < −

1

4
,  то розв’язків немає. 

13.7. 1) Якщо a < 1, то розв’язків немає; якщо a = 1, то 2 розв’язки; якщо 

a > 1, то 4 розв’язки; 2) якщо a > 3 2  або a  <  –3, то розв’язків немає; 

якщо a = 3 2  або –3 <  a  <  3, то 2 розв’язки; якщо 3 3 2< <a ,  то 
4 розв’язки; якщо a = 3, то 3 розв’язки; якщо a = –3, то один розв’язок; 

3) якщо a <
1

2
 або a > 1, то розв’язків немає; якщо a =

1

2
 або a = 1, то 

4 розв’язки; якщо 
1

2
1< <a ,  то 8 розв’язків; 4) якщо – 2 2 2 2< <a ,  то 

розв’язків немає; якщо a = −2 2  або a = 2 2,  то 2 розв’язки; якщо 

a < −2 2  або a > 2 2,  то 4 розв’язки. 13.8. a ≠ –1 і a ≠
9

4
.  13.10.  a = −

2

3
.  

13.11. a = –7. 13.12. a = –2, b = –7. Вказівка. Друга система при будь-яких 
значеннях параметрів a і b має єдиний розв’язок. Цю властивість повинна 
мати й перша система. Тому прямі x + y = 3 і x + 3y = 3 перетинаються 
в точці, координати якої є розв’язком кожної із систем. 13.13. b = 3. Вка-
зівка. Якщо a ≠ –3, то система має розв’язки при будь-якому b. Розглянь-

те окремо випадок, коли a = –3. 13.14.  a =
5

2
.  13.15. a = 1. 13.16.  c = −

7

3
.  

13.17. c =
11

3
.  13.18. a m−3  або al

3

4
.  13.19. Вказівка. Скористайтеся тим, 

що коли пара чисел (x0; y0) є розв’язком кожного з рівнянь F (x; y) = 0 
і G (x; y) = 0, то вона також є розв’язком рівняння F (x; y) + G (x; y) = 0. 

13.20.  Вказівка. 7 2 3 7 8 9 56 93 2n n n n n n n næ æ− = − = − .  13.21.  m = 0 або m = 1. 
13.22. 2. 

14.1.  1)  (–1; 1), (–3; –1); 2)  (6; 1), (–6; –2); 3)  (5; 3), (–1,5; –10); 
4) (2; –2); 5) (4; 3); 6) (0; 0), (–2,4; 4,8); 7) (2; 2,5), (–4,4; –2,3); 8) (4; –1), 
(0; 3). 14.2. 1) (–1; 4), (–0,5; 2,5); 2) (4; 2), (20; –14); 3) (6; 9), (–9; –6); 

4) (1; 0), (–0,5; 0,75); 5) (2; 4), (3; 3); 6) (1; 1), 
17

3

38

3
; .







  14.3. 1) (3; 4), (4; 6); 

2) (–2; 1), −





6

9

5
; ;  3) (5; 1); 4) (1; 3), 

3

5

21

5
; ;







  5) (–1; –2). 14.4. 1) (2; 1), 

1

3

2

3
; ;−






      2) (1; 5), 

10

3
2; ;−






      3) (19; 8), 2

1

2
; ;−






      4) (–15; –5), (3; 4). 

14.5. 1) (1; 1), (1; –1); 2) (2; 1), (2; –1), −( )2 5; ,  − −( )2 5; ;  3) −( )3 7; ,  

− −( )3 7; .  14.6. 1) (1; 1), (2; 0); 2) (1; 0), (0; 1), (–1; 2); 3) (2; 1), (–2; 1). 

14.9. 1)  2
7

2
; ,−









  2

7

2
; ;









  2) 

7

2
0; ,









  −











7

2
0; ,  (–1; –3), 

3

2
2; ;







  3) (–4; 6), 
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(–4; –6), 
4

7

4

7
2; ;







  4) (–1; 4), (4; –1), (–5; 2), (2; –5). 14.10. 1) (2; 3), (0; 1), 

(1,5; 1); 2)  (1; 1), 1
3 21

2
; ,
− +







  1

3 21

2
; ,
− −







  (0; 2), (–6; 2); 3)  1

5

4
; ,−






  

− −







1

4

5

2
; ;  4) (2; –1), (–1; 2), (–2; 1), (1; –2). 14.11. 1) (–2; 0), (–2; –1), 

(1; 0), (1; –1); 2) (3; 2), (–3; –2); 3) (3; 1), (–3; –1), 12
7

2
; ,−






  −






12

7

2
; ;  

4) (–1; –1). Вказівка. Відніміть від першого рівняння системи друге рів-

няння; 5) − −







1

2

1

2
; .  14.12.  1) (2;  –1), (–1;  t), де t — будь-яке число; 

2) (2; –1), (–2; 1); 3) (1; 1), (–1; –1), 
5

3

1

3
; ,







  − −








5

3

1

3
; ;  4) (2; 2); 5) 

1

3

1

3
; .







  

14.13. 1) (3; 1), (1; 2). Вказівка. Помножте обидві частини другого рівнян-

ня системи на 3 і відніміть від першого; 2) (2; 1), −







2

13

6

13
; ;  3) − + −( )1 2 2; ,  

− − −( )1 2 2; ;  4) (1; 1). Вказівка. Додайте рівняння системи та отримай-

те (x + y)2 = 8; 5) (1;  1). Вказівка. Додайте рівняння системи; 6) (1;  0). 

14.14. 1) (2; –5), (3; 2);   2) (–1; 1), (–2; 0);   3) (1; 1), 
5 1

2

5 1

2

− +







; ,  

− −










+ −5 1

2

5 1

2
; ;  4) (–1; –1); 5) (–1; 0). 14.15. 1) (–1; 1); 2) (–1; 1), 

5

3

1

3
; ;−






  

3) (1; 2), (–1; –2); 4) (3; –1), − −





6 4

3

8

3

4
; .  Вказівка. Розкладіть ліві части-

ни кожного з рівнянь на множники; 5) (2; 2), − −







3

2

3

2
; ;  6) (4; 2), (–4; –2). 

14.16. 1) (1; 2), (–1; –2), (1; –2), (–1; 2); 2) 
5

3

2

3
; ;−






  3) (2; –1), (–2; 1), 

(1; –2), (–1; 2); 4) (1; 1), (7; –2). Вказівка. Почленно поділіть ліві та пра-
ві частини рівнянь системи, попередньо перетворивши перше рівняння до 
вигляду (x + 3y) (x + 1) = 8, а друге — до вигляду (x + 3y) (y – 2) = –4; 

5) (1; 3), − −







1

2

3

2
; ;  6) (3; –1), −






1

1

3
; .  14.17. a = –2. Вказівка. Очевидно, 

що a ≠ 0. Розгляньте систему, що складається з двох рівнянь ax2 + x + 1 = 0 
і ax2 + a2x + a = 0. 14.18. (1; 0), (–1; 0). Вказівка. Перемноживши відповід-
но ліві та праві частини рівнянь системи, отримаємо рівняння x8 = 1, яке 
є наслідком даної системи. 14.19. (1; 0). 14.20. 1) (4; 2), (–4; –2). Вказівка. 
Перемноживши рівняння системи, отримаємо рівняння, лінійне віднос- 

но xy; 2) (3; 1), −





32

1

8
; .  14.21. 1) (1; 2), (–1; 2); 2) (1; 1), (–1; –1), (1; –1), 

(–1; 1). 14.22. (1; –2), (–2; 1), (–1; 2), (2; –1). Вказівка. Перше рівняння 
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системи розкладіть на множники. 14.23.  (1;  1), (–1;  –1), 2
2

2
; ,









  

− −








2

2

2
; .  14.24. (1; 1), (–1; 1). Вказівка. З першого рівняння системи 

виразіть x4 через y. Підставте отриманий вираз у друге рівняння системи. 
Покажіть, що отримане рівняння має єдиний корінь, який задовольняє 

умову yl
1

2
.  14.25.  (3; 1), (3; –1). 14.26.  (3; 1), 

1

3
1; .−






  Вказівка. По-

множте перше рівняння системи на x, друге — на –y і додайте отримані 
рівняння. 14.27. (0; 2), (0; –2), (1; –3), (–1; 3). Вказівка. З другого рів
няння виразіть y2 через x2. У першому рівнянні запишіть y3 = y2  .  y. 
14.28. Якщо a m−2,  то x a a∈ − − +( ; ) ( ; );× ×Ÿ  якщо –2 < a < 0, то x a a∈ − − − − +( ; ) ( ; ) ( ; );× ×Ÿ Ÿ2 2 

x a a∈ − − − − +( ; ) ( ; ) ( ; );× ×Ÿ Ÿ2 2  якщо a = 0, то x∈ − − − +( ; ) ( ; ) ( ; );× ×Ÿ Ÿ2 2 0 0  
якщо 0 < a < 2, то x a a∈ − − − − +( ; ) ( ; ) ( ; );× ×Ÿ Ÿ2 2  якщо al2,  то x ∈ 

∈ − − +( ; ) ( ; ).× ×Ÿa a  14.29. Вказівка. n3 + 11n = n3 – n + 12n = n (n – 1) (n + 1) + 
+ 12n. 14.30. b = –20, c = 27.

15.1. 1) (3; 2), (–3; –2); 2) 
11

13

24

5
; ;−






  3) (14; –11), (11; –14); 4) 6 5

2

3

1

3
; ,







  

108

125

17

125
11; .







  15.2.  1) (2;  3), (3;  2), (–2; –3); (–3; –2); 2) − −( )3 2 2; ,  

−( )3 2 2; ,  3 2 2; ,−( )  3 2 2; ;( )  3) − −







19

8

13

8
; ,  (2;  1); 4) (–4; 0), 

− −







40

41

32

41
; .  15.3. 1) (6; 2), (–6; –2); 2) (3; 1), (–3; –1), 

14 106

53

4 106

53
; ,









  

− −










14 106

53

4 106

53
; ;  3) (9;  12), (–12; –9). Вказівка. Виконайте заміну 

x – y = u, xy = v; 4) 8
8

5
; ,







  −






4

4

7
; .  15.4. 1) (–1; 2), (–2; 1); 2) (2; 3), (–2; –3); 

3) (11; 1);     4) (2; 1), (6; –3),   6 2 3 2 2 3+ − −( ); ,    6 2 3 2 2 3− − +( ); .  

15.5. 1) 
2

3
2; .−






  Вказівка. Виконайте заміну 9 2 12x y t+ + = ;  2) (2; –2). 

15.6. (2; 3), −







14

9

17

27
; .  15.7. (2; 1), (–2; –1). Вказівка. Виконайте заміну 

x

y
t= .  15.8. 1) (–2; 3), (12; 24). Вказівка. Виконайте заміну 4− + =x y u,  

9 2− + =x y v;  2) (2; 3), (–2; –3), (–2; 3), (2; –3). 15.9. 1) (–10; 26), (4; 5); 

2) (2; 1), (–2; –1). 15.10. 1) (3; 1), (–3; –1), −( )2 2 2; ,  2 2 2; ;−( )  2) (2; 1), 

(–2; –1), (1; 2), (–1; –2). 15.11. 1) (0; 0), (2; 2), (0,5; –0,1); 2) −







5

4

1

2
; ,  (–5; 2). 
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15.12. 1) (1; 2), (–1; –2); 2) (4; 2), (–4; –2); 3) (1; 1), (–1; –1), −





25

3 149

1

149
; ,  

25

3 149

1

149
; ;−





       4) −







8

11

1

11
; ,    

8

11

1

11
; ,−






    (3; 4),   (–3; –4). 

15.13. 1) 
1

2

1

2
; ,−






  −








1

2

1

2
; ,  (2; –1), (–2; 1); 2) (1; 2), (–1; –2); 3) (2; 1), 

(–2; –1); 4) (2; –1), (–2; 1), −







5

78

23

78
; ,  

5

78

23

78
; .−






  15.14. 1) (3; 1), 

(1; 3); 2) (2; 1). 15.15.  (2; 1), (–1; –2). 15.16. 1) (1; 2), (2; 1); 2) (1; 1); 
3) (2;  3), (3;  2), (–5; 2), (–2; –5).   15.17.  1) (4;  1), (1;  4); 2) (3;  4), 

(4; 3),  − − − +( )2 3 2 3; ,   − + − −( )2 3 2 3; .     15.18.  1) (3; 4),  (4; 3), 

11 2 31 11 2 31+ −( ); ,  11 2 31 11 2 31− +( ); ;  2) (4; 1), (1; 4); 3) (2; 1), (1; 2), 

(–2; 1), (1;  –2), (0; –3), (–3; 0). 15.19.  1) (2;  2), − − − +( )2 2 2 2 2 2; ,  

− + − −( )2 2 2 2 2 2; .  Вказівка. Розкрийте дужки в першому рівнянні сис-

теми; 2) (–2; 3), (3; –2). 15.20.  1) (4;  1), (1;  4), 
− + − −









5 41

2

5 41

2
; ,  

− − − +









5 41

2

5 41

2
; ;  2) (6; 6), 

3 5 1

2

3 5 1

2

− +( )
−

( )







; ,  −

( ) ( )









+ −3 5 1

2

3 5 1

2
; ;  

3) 1 3 1 3+ −( ); ,  1 3 1 3− +( ); .  15.21. 1) (4; 8), (8; 4); 2) (1; 1), (1; –2), 

(–2; 1). 15.22. 1) (2; 1), (1; 2), (–2; 1), (1; –2), (2; –1), (–1; 2), (–2; –1), 
(–1; –2); 2) (2; 1), (1; 2), (–2; –1), (–1; –2), (0; 2), (2; 0), (0; –2), (–2; 0);  
3) (2; –1), (–1; 2), (–2; 1), (1; –2). 15.23. 1) (1; 3), (3; 1), (–1; –3), (–3; –1); 

2) (–3; –2), (–2; –3), (2; 3), (3; 2); 3) (2; 1), (1; 2), (–1; –2), (–2; –1), 
5

5

5

10
; ,









  

5

10

5

5
; ,









  − −











5

5

5

10
; ,  − −











5

10

5

5
; .  15.24. 1) (5; 4), (–5; –4), (15; –12), 

(–15; 12); 2) (5; 3), (5; –3), −










59

2

9

2
; ,  − −











59

2

9

2
; .  Вказівка. Перепи-

шемо  перше  рівняння  системи  так:  x y x y
x y

x y
2 2 20− + + =

−

+
( ) .   Нехай 

( ) .x y t
x y

x y
+ =

−

+
  Тоді t2 + t – 20 = 0.  Звідси t = –5  або  t = 4.  Маємо: 

( ) ,

( ) ;

x y

x y

x y

x y

x y

x y

+ = −

+ =











−

+

−

+

5

4

 

− + − = −

+ <







+ − =

+ >

















( ) ( ) ,

,

( ) ( ) ,

;

x y x y

x y

x y x y

x y

5

0

4

0

 3) (–1; –1), (–1; 3), (–2; –1), (2; 3). 
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Вказівка. Виконайте заміну x2 – x = u, y2 – 2y = v; 4) (1; 1). Вказівка. По-
діліть обидві частини другого рівняння системи на xy. 15.25. 1) (5; 4), 

(5; –4), −










114

2

5 2

2
; ,  − −











114

2

5 2

2
; ;  2) 

3

2
1; ,







  (1; 3), − +











+5 11

4
2 11; ,  

11 5

4
2 11

−
−









; .  15.26. 1) 6 2 6; ,−( )  −( )6 2 6; .  Вказівка. Розгляньте 

перше рівняння системи як квадратне відносно x і доведіть, що y2 24l ;  
2) (1; –1). Вказівка. Розглянувши кожне рівняння системи як квадратне 

відносно x, можна показати, що y задовольняє умову 
y

y

4

3

1

1

m

m

,

;−






 3) (2; 2). 

15.27. 1) 6
6

3
; ,









  − −









6

6

3
; ;  2) (–2; –1); 3) (2; –1). 15.28. 1) (2; 1), 

(2; –1). Вказівка. Запишіть перше рівняння системи так: y2 = (x – 2)2 + 1. 

Тоді зрозуміло, що y2 1l ;  2) (8; –1). Вказівка. З першого рівняння систе-
ми випливає, що x y− m9,  а з другого рівняння: x y− l9.  15.29. 1) (2; 3), 
(–2; 3); 2) (3; 2). 15.30. a = –2. Вказівка. Якщо пара (x0; y0) є розв’язком 

системи, то пара (y0; x0) також є її розв’язком. 15.31. a = –1 або a =
4

3
.  

15.32. a = 2. 15.33. (0; 1), (1; 0). Вказівка. З першого рівняння системи 

випливає, що x m1,  y m1.  Тоді x x5 2m ,  y y5 2m ,  звідси x y x y5 5 2 2 1+ + =m .  

15.34. (0; 1), (1; 0). Вказівка. Доведіть, що 0 1m mx ,  0 1m my .  15.35. (0; 0), 
(1; 1). Вказівка. Віднімемо від першого рівняння системи друге, отрима-
ємо: (y3 – y2 + y) – (x3 – x2 + x) = x2 – y2. Звідси x3 + x = y3 + y. Далі скористай-
теся тим, що функція f (t) = t3 + t є зростаючою. 15.36.  (0; 0), (3; 3), 
(–3; –3). 15.37. (0; 0), (1; 1), (–1; –1). Вказівка. І спосіб. Потрібно заува-
жити, що всі розв’язки системи задовольняють умову x m1  і y m1  (див. 

приклад 2 п. 2). Зрозуміло, що пара чисел (0; 0) — розв’язок системи. 

Далі, перемноживши рівняння системи, отримаємо: 
4

1 12 2

xy

x y
xy

( ) ( )
.

+ +
=  При 

x ≠ 0 і y ≠ 0 маємо: 
4

1 12 2
1

( ) ( )
.

+ +
=

x y
 Остання рівність можлива лише за 

умови 
x

y

2

2

1

1

=

=







,

.
 ІІ спосіб. Розгляньте функцію f t

t

t
( ) .=

+

2

1 2
 Доведіть, що 

вона зростає на проміжку [–1; 1]. Задана система набуває вигляду 
f x y

f y x

( ) ,

( ) .

=
=





 

Звідси f (f (x)) = x. Оскільки функція f зростає на проміжку [–1; 1], то за 
теоремою 3.7 маємо: f (x) = x. 15.38. (0; 0), (1; 1). 15.39. При a < 0 або 

a =
2

3
.  15.40. 3 км/год. 15.42. x2 + 14x + 21 = 0.
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16.4.  2 3 1x y+ −l .  16.5. 3x – y > 2. 16.14. 6) Див. рисунок; 7) див. ри-
сунок; 11) див. рисунок. 16.15. 5) Див. рисунок; 6) див. рисунок; 7) див. 
рисунок.

x

y

1

10 x

y

0 1

1

До задачі 16.14 (6) До задачі 16.14 (7)

x

y

0 1

1

–1 x

y

2

20–2

–2

До задачі 16.14 (11) До задачі 16.15 (5)

x

y

0 1

1

x

y

–2 0 21

1

До задачі 16.15 (6) До задачі 16.15 (7)
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16.16.  1) Графіком є об’єднання півплощини та прямої (див. рисунок); 
2) графіком є відкрита півплощина, з якої «вирізано» промінь (див. рисунок).

x

y

1
0

1

x

y

–1
0

–1

До задачі 16.16 (1) До задачі 16.16 (2)

16.18. 3 5m ma .  Вказівка. У системі координат xa графіком даної нерівно-
сті є ромб, зображений на рисунку.

x

a

0–1

4

2

6

a

x

0–

6

12

1 126

2x a=
4

x
a=
+

До задачі 16.18 До задачі 16.20

16.19.  a m0  або al12.  16.20.  − < <6 0a ,  або 0 < a < 1, або 1 12< <a .  

Вказівка. Перепишіть дану нерівність так: ( )( ) .x a x a− − −2 4 0m  На рисун-
ку зображено графік цієї нерівності в системі координат ax. Проведемо 
горизонтальні прямі x = k, де k∈�.  Потрібно знайти ті значення параме-
тра a, при яких вертикальні прямі перетинають у зафарбованих областях 
не більше чотирьох прямих виду x = k, k∈�.  16.21. 15 км/год. 16.22. a = –1. 

16.23. Вказівка. 11 3 10 2 11 9 10 2 11 9 11 2 21 22æ æ æ æ æ æ æn n n n n n n+ = + = − + .
17.10. 4) Див. рисунок. 17.12. 2) Див. рисунок. 17.13. 3) Графіком є об’єд

нання півплощини та кола (див. рисунок). 17.14. Квадрат (див. рисунок). 
Вказівка. Якщо пара чисел (x0; y0) є розв’язком нерівності, то пари чисел 
(–x0; y0), (x0; –y0), (–x0; –y0) також є розв’язками нерівності. Тому досить 
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побудувати графік нерівності x y x y+ + − m2  за умови x l0  і yl0,  а по-

тім застосувати перетворення симетрії відносно осей координат. 17.15. Па-
ралелограм (див. рисунок). 

x

y

2

2

0
1

1

y

x

До задачі 17.10 (4) До задачі 17.12 (2)

x

y

–2
0

–2

2
x

y

1

1

–1

–1 0

До задачі 17.13 (3) До задачі 17.14

x

y
4

2

2

–4

0

До задачі 17.15
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17.18. 1) Вказівка. Задана умова визначається сукупністю двох систем: 
2 1

2 2 2

x

x x y

l ,

= +






 і 

2 1

1 2 2

x

x y

<

= +







,

.
 Шуканий графік — об’єднання дуг двох кіл (див. 

рисунок). 17.19.  1) Див. рисунок. 17.20.  a = –3 або a = 1. Вказівка. На 
координатній площині xa побудуйте зображення множини розв’язків 
системи.

x

y

0–1 1 2

y

x0

1

–1
33−

До задачі 17.18 (1) До задачі 17.19 (1)

17.21. a = 0 або a = 4. 17.22. –2 < a < 0. Вказівка. Розкладіть на множни-
ки ліву частину нерівності системи. Побудуйте зображення множини 

розв’язків системи на координатній площині xa. 17.23.  − < < −2
16

17
a  або 

0 2< <a .  17.24.  − < <
9

4
2a .  Вказівка. Див. при-

клад 3 п. 17. 17.25. 1) −4 4m ma ;  2) a = –4 або 
a = 4; 3) − < −4 3ma ;  4) 2 4< a m ;  5) a m−3 5,  або 
al0 5, ;  6) − < −4 3 5ma ,  або 2 4< a m .  Вказівка. 
Скористайтеся графіком даної системи, зображе-

ним на рисунку. 17.28. ( ; ) ( ; ).3 4 4Ÿ ×+  17.29. 
1

2
;  

−
1

12
.

18.10.  1)  Вказівка. a2 + b2 + 6a – 4b + 13 = 
= (a2 + 6a + 9) + (b2 – 4b + 4). 18.16. Вказівка. Роз-
гляньте суму даних виразів. 18.17. 1) Вказівка. 
Скористайтеся методом різниці. 18.19. Вказівка. 
Скористайтеся методом різниці. 18.23. Вказівка. 

Скористайтеся методом різниці. 18.24. Вказівка. Скористайтеся методом 
різниці. 18.25. Вказівка. Скористайтеся методом різниці. 18.26. Вказівка. 
Ліву частину нерівності можна записати так: (a8 – 2a4 + 1) + (a6 – 2a4 + a2). 
18.28.  Вказівка. Скористайтеся методом доведення від супротивного. 
18.29.  Вказівка. Скористайтеся методом доведення від супротивного. 

18.31. Вказівка. Оскільки 0 1m mx  і 0 1m my ,  то 
x

y

x

x y1 + +
m  і 

y

x

y

y x1 + +
m .  

x

a

0–2

–4

2

–2

4

До задачі 17.25
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18.34. Вказівка. Скористайтеся ключовою задачею 18.15 (1). 18.37. Вка-

зівка. Скористайтеся тим, що 1 22+ x xl .  18.38. Вказівка. Скористайтеся 

тим, що x x4 24 4+ l  і 4 1 44 2y y+ l .  18.39. Вказівка. Доведіть, що 4 43 2y y y+ l  

при yl0.  18.42. Вказівка. Застосуйте нерівність x y z xy yz zx2 2 2+ + + +l  
для x = 2a, y = b, z = 1. 18.48. Вказівка. Запишіть нерівність, що доводить-

ся, у вигляді 2 2 32 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ).a b c ab bc ac a b c+ + − + + + +m  18.49. Вказівка. 
Маємо: (x – 2)2 + (y + 2)2 – 8 = (x – y)2 – 4 (x – y) + 2xy. 18.50. Вказівка. По-
кажіть, що a2 + b2 + ab – 3 (a + b – 1) = (a – 1)2 + (b – 1)2 + (a – 1) (b – 1). 
18.51. Вказівка. Припустимо, що твердження, яке доводиться, хибне. Тоді 

є правильними нерівності a b− − >2 1

4
0,  b c− − >2 1

4
0,  c a− − >2 1

4
0.  Додайте 

почленно ці нерівності та отримайте суперечність. 18.52. Вказівка. Заува-
жимо, що коли є правильною одна з нерівностей al1,  bl1,  cl1,  то 
твердження, що доводиться, є очевидним. Нехай a < 1, b < 1, c < 1 і є пра

вильними нерівності a b( ) ,1
1

4
− >  b c( ) ,1

1

4
− >  c a( ) .1

1

4
− >  Звідси a a( )1− ×  

× − − >b b c c( ) ( ) .1 1
1

64
 Доведіть, що при 0 < x < 1 виконується нерівність 

0 1
1

4
< −x x( ) .m  18.53. Вказівка. Скористайтеся тим, що при a > 0 і b > 0 

виконується нерівність 
1 1

22 2a b ab+
m .  18.54. Вказівка. Скористайтеся тим, 

що 2 2 2ab a bm + .  18.56. Вказівка. Доведіть, що ( ) ( ).a b c ab bc ac+ + + +2 3l  

18.58. Вказівка. Оскільки при заданій умові x x2 m  і y y2 m ,  то достатньо 

довести нерівність ( ) ( ).x y x y+ + +1 42 l  18.59. Вказівка. Скористайтеся тем, 

що 
1 1

1n k n+ +
m ,  де n∈�,  k∈�.  18.60. Вказівка. Ліва частина нерівності 

тотожно дорівнює виразу 
xy

x xyz

yz

y xyz

zx

z xyz

2

3

2

3

2

32 2 2+ + +
+ + .  Далі див. розв’язання 

задачі 18.54. 18.61.  Вказівка. a b c d e a e b e2 2 2 2 2 2 2 2 21

4

1

4
+ + + + = +



 + +



 +  

+ +



 + +



c e d e2 2 2 21

4

1

4
.  18.62. Вказівка. Скористайтеся тем, що 1æ ln n;  

2 1æ l( ) ;n n−  ...; k n k næ l( ) ,− +1  де n∈�,  k∈�,  1m mk n.  18.63. Вказівка. 
Перетворіть ліву частину нерівності, що доводиться, за допомогою рівно-

сті 
k

k k k( )! ! ( )!
,

+ +
= −

1

1 1

1
 де k∈�.  18.64. Вказівка. Скористайтеся тим, що 

k k k k. ! ( )! !,= + −1  k∈�.  18.65. Вказівка. 
1

2

1

3

1

1

1

1 2

1

2 32 2 2
+ + + < + + +

+
... ...

( )n æ æ
 

+
+

1

1n n( )
.   Далі   див.   приклад   3  п. 18.     18.66.    Вказівка.    Нехай 
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A
n

n
=

−1

2

3

4

5

6

2 1

2
æ æ æ æ... ,  B

n

n
=

+

2

3

4

5

6

7

2

2 1
æ æ æ æ... .  Маємо: A < B. Звідси A AB

n
2 1

2 1
< =

+
.

A AB
n

2 1

2 1
< =

+
. 18.67. Вказівка. Нехай A

n

n
=

−1

2

3

4

5

6

2 1

2
æ æ æ æ... ,  C

n

n
=

−

−

1

2

2

3

4

5

2 2

2 1
æ æ æ æ... .  

Маємо: A > C, A AC
n

2 1

4
> = .  18.68. Вказівка. Нехай S

n n
= + + +

+ + − +

1

1 2

1

3 4

1

2 1 2
... , 

S
n n

= + + +
+ + − +

1

1 2

1

3 4

1

2 1 2
... ,  S

n n
1

1

2 3

1

4 5

1

2 2 1
= + + +

+ + + +
... .  Очевидно, що 

S > S1. Тоді 2S > S + S1. 18.70. 1; –1; 2 3± − .  18.72. [–1; 0,5). 18.73. a = 2.

 19.10. Вказівка. a2 + 4 = (a2 + 3) + 1. 19.12. Вказівка. 
a

a
a

2

2

22

1
1

+

+
= + +  

+
+

1

12a
.  19.17. Вказівка. Застосуйте нерівність Коші—Буняковського до 

наборів (a; –b) і (c; d). 19.23. 12. 19.24. 20. 19.25. 3. 19.26. 12. 19.27. 8. 

19.28. 18. 19.29. 
1

6
.  19.30. 

1

7
.  19.36. Вказівка. ( ) ( ) .1 1

1 1

2
− −

− + −
a b

a b
m  

19.38. Вказівка. І спосіб. Скористайтеся тим, що x y
x y2 2

2

2
+

+
l

( )
.  ІІ спо-

сіб. Застосуйте нерівність Коші—Буняковського до наборів (1; 1) і (a; b). 
19.41. Вказівка. Скористайтеся тим, що середнє гармонічне чисел a і b не 
більше за їхне середнє арифметичне. 19.42. Вказівка. Застосуйте нерівність 

Коші—Буняковського до наборів a a; 1 2−( )  і 1 2−( )b b; .  19.43. Вказівка. 

Застосуйте нерівність Коші—Буняковського до наборів (1; 1; 1) і (x; y; z). 
19.46. 5, –5. Вказівка. Застосуйте нерівність Коші—Буняковського до на-
борів (3; 4) і (x; y). 19.47. 1. 19.51. Вказівка. Застосуйте нерівність Коші—

Буняковського до наборів (a2; b2; c2) і 
1 1 1

a b c
; ; .







  19.52. Вказівка. (a + c) ×

× (b + d) = ab + ad + cb + cd = (ad + bc) + (cd + ba). 19.53. Вказівка. Застосуйте 

нерівність Коші—Буняковського до наборів 3 1 3 1 3 1a b c+ + +( ); ;  і 

(1; 1; 1). 19.55. 3. Вказівка. Застосуйте нерівність Коші—Буняковського 

до наборів x x− −( )2 4;  і (1; 1). 19.56. 0. 19.57. 5. Вказівка. Застосуйте 

нерівність Коші—Буняковського до наборів (2; x) і x −( )1 5; .  Далі скори

стайтеся умовою досягнення рівності в нерівності Коші—Буняковського. 
19.58. Вказівка. Застосуйте нерівність Коші—Буняковського до наборів 

(x; y; z) і (3; –1; 1). 19.59. Вказівка. 2 3 2 12 2 2 2

2

21

3
x y z x y z+ − + + + 





+ −m . ( ) . 

19.60.   Вказівка.   І спосіб.   b b
b b

− = − =
− +

1 1 1
1 1

2 2
( ) .æ m       ІІ спосіб. 

a

b

b

a

a

a

b

b− − − −
+

1 1 1 1
2 4l l. .  19.61.  Вказівка. Маємо: a b ab+ l2 .  



 Відповіді та вказівки до вправ 403

Також, порівнюючи середнє квадратичне та середнє арифметичне чисел 

a  і b,  можна записати: 
a b a b+ +

2 2
l .  19.62. Вказівка. a b

b a

a
b

b
a+






 + +










 


+ + +

1 1
1 1

2

2 2

2

l . 

a b
b a

a
b

b
a+






 + +










 


+ + +

1 1
1 1

2

2 2

2

l . Далі скористайтеся тим, що з умови a > 0, b > 0, a + b = 1 

випливає нерівність ab m
1

4
.  19.63. Вказівка. a

a a2
2

1 2 2
1

2

1

2
+ =

+ +
æ æl .  

19.64.     Вказівка.    Маємо:   ( ) ( ) ( )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2− − + + + − − + + + − − + + =a b c c b c a a c a b b 

( ) ( ) ( )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2− − + + + − − + + + − − + + =a b c c b c a a c a b b = + +








− − + + − − + + − − + +

3
1

3

1

3

1

3

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
.

a b c c b c a a c a b b
 

Далі порівняйте середнє квадратичне трьох чисел з їхнім середнім ариф-
метичним. 19.65. Вказівка. Нехай сторона квадрата дорівнює 1. Скорис-
таємося позначеннями, показаними на рисунку. Залишилося довести 

нерівність  x y y z z t t x2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 2 2+ − + + − + + − + + −( ) ( ) ( ) ( ) .l   Далі 

див. приклад 1 п. 19.

D

M

N

A

P

B C

Qt

z

x

y1 – y

1 – x

1 – t

1 – z

До задачі 19.65

19.66. Вказівка. 1 2 1 1 2 1 1+ = − − = − + − − −a b c b c b c( ) ( ) ( ) ( ).l  19.67. Вка-

зівка. І спосіб. Застосуйте нерівність Коші—Буняковського до наборів 
x

y z

y

x z

z

x y+ + +








; ;  і y z x z x y+ + +( ); ; .  ІІ спосіб. У силу нерівно-

сті Коші 
x

y z

y z
x

2

4+

+
+ l  і т. д. 19.68. Вказівка. Оскільки при a > 0 і b > 0 

є правильною нерівність 
2

1 1 2

a b

a b

+

+
m ,  то 

1 1 4

a b a b
+

+
l .  19.69.  Вказівка.  

a

b c

a

b c

a

b c
a

b c

a

a b c+ +
+

+
+ + +

= =æ
æ

l1

2
1

1

2
. 19.70. a < 0 або a = 1,5. 19.71. Достатньо 
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показати, що при будь-якому натуральному n НСД (30n + 2; 12n + 1) = 1. 
Для доведення цього скористайтеся теоремою: для будь-яких натуральних 
чисел a і b таких, що a > b, НСД (a; b) = НСД (a – b; b). 19.72. 2 км/год. 

19.73.  − ±1 3;  
3 17

2

±
.

20.1. 80 км/год, 60 км/год. 20.2. 90 км/год, 45 км/год. 20.3. 80 км/год, 

60 км/год. 20.4. 2 км/год. 20.5. 
5

12
 км/год. 20.6. Не більше 15 машин. 

20.7. Не більше 6 промахів. 20.8. 18 км/год. 20.9. 27 км/год, 3 км/год. 
20.10. 24 год. 20.11. 15 : 2. 20.12. 24 км/год, 16 км/год. 20.13. 50 км/год, 
40 км/год. 20.14. 12 км/год, 18 км/год. 20.15. 60 км/год. 20.16. 7 кг, 21 кг. 
20.17. 1,2 кг; 2,4 кг. 20.18. 2 км/год, 12 км/год. 20.19. 8,4 г/см3, 6,4 г/см3. 
20.20. 12 днів, 24 дні або 40 днів, 10 днів. 20.21. 16 год, 48 год. 20.22. 10 год, 
15 год. 20.23. 10 год 25 хв. 20.24. Через 1 год 30 хв. 20.25. 150 м × 150 м. 
20.26. 12 год, 9 год. 20.27. 500 м. 20.28. 1 м/с. 20.29. 30 км/год. 20.30. 48 хв. 
20.31. 4 год. 20.32. 90 м3, 60 м3. 20.33. 10 лип і 4 берези або 11 лип і 
5 беріз. 20.34. 6 автомобілів і 11 автомобілів. 20.35. 4 км/год, 3 км/год. 
20.36. 12 деталей. 20.37. 5 деталей. 20.38. 44 комплекти. 20.39. 144 сол-
дати. 20.40. По 2 цехи кожного типу. 20.43. [–1; 0). 20.44. Якщо a > 8, то 
два розв’язки; якщо a = 8, то безліч розв’язків; якщо a < 8, то розв’язків 
немає.

21.1. 20 %. 21.2. 6298,56 грн. 21.3. 20 736 одиниць. 21.4. 3600 грн. 
21.5. 600 грн. 21.6. 5 %. 21.7. На 15 %. 21.8. 7,2 %. 21.9. 20 %. 21.10. 60 кг. 
21.11. 200 кг. 21.12. 13,5 кг. 21.13. 40 пістолів або 60 пістолів. 21.14. 10 грн. 
21.15. 2 год. 21.16. 50 %. 21.17. 4 кг, 6 кг. 21.18. На 10 % першого разу 
та на 20 % другого. 21.19. 20 %. 21.20. 5 %. 21.21. 20 000 грн. 21.22. 6 %. 
21.23. 10 %. 21.24. 6 кг, 18 кг або 9 кг, 21 кг. 21.25. 160 г, 20 %. 21.26. 3 кг. 

21.27. 11 %, 5 %. 21.28. 20 л. 21.29. 20 т або 2
2

3
 т. 21.30. 33 кг. Вказівка. 

Нехай було отримано x кг соляної кислоти. Тоді математичною моделлю 

задачі буде рівняння 
11 2

9

1

4x x
− =

−
,  коренями якого є числа 33 і 12. Але 

корінь 12 не задовольняє умову задачі, ви-
ходячи з хімічних властивостей соляної 
кислоти.  21.31. 6 л.  21.32. 2 л.  21.34. c > 

> 0,1.  21.35. (–2; –1), (2; 1), 5
3

4
; ,







  − −






5

3

4
; .  

21.36. Див. рисунок. 

22.6. 
n

n2 1+
.  22.7.  ( ) .−1 n næ  22.8. 

n

n +1
.  

22.14. 1) Вказівка. 3 2 3 22 3 3 2 1 2k k k k+ + + ++ = + ×( )  

× − +9 7 2 2æ k ;  2) Вказівка. Достатньо показа-

ти, що різниця (62k + 2 + 19k + 1 – 2k + 2) – 19 (62k + 
+ 19k – 2k + 1) кратна 17. 22.15.  1) Вказівка. 

0 x

y

1

1

До задачі 21.36
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7 8 7 7 8 57 82 2 1 1 2 1 2 1k k k k k+ + + − −+ = + +( ) .æ  22.22. Вказівка. 
1

2

1

3

1

2k k k+ +
+ + + +...   

+ + = + + +





 + + −

+ + + + + + +

1

2 1

1

2 2

1

1

1

2

1

2

1

2 1

1

2 2

1

1k k k k k k k k
... .  Далі доведіть, що 

1

2 1

1

2 2

1

1
0

k k k+ + +
+ − > .  22.24. Вказівка. a k k k kk + = + + + + =1 2 3 2 1 2 2( ) ( ) ... ( ) ( )æ æ  

= + + + + = + + +( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... (k k k k k k k k k2 3 2 2 1 2 1 1 2 3 2 2æ æ æ æ æ æ æ kk a kk+ = +1 2 2 2 1) ( ).æ æ × 
× 2 (2k + 1). 22.26. Вказівка. Теорема «база індукції» виконується: існує 
чотирикутник з трьома гострими кутами. Очевид-
но, що в будь-якому n-кутнику ( )nl4  існує кут, 
який не є гострим. «Відріжемо» його (див. рису-
нок). Отримаємо (n + 1)-кутник, який має стіль-
ки ж гострих кутів, скільки й даний n-кутник. 

22.27. 1
1

2
+

+n n( )
.  22.28. Вказівка. Для n = 2 твер-

дження є очевидним. Нехай твердження є пра-
вильним при n = k і за результатами турніру між 
k шахістами їх упорядкували так: a1, a2, ..., ak. 
Тепер у турнірі між (k + 1) шахістами розглянемо ще одного шахіста, який 
зіграв із кожним із цих k шахістів по одному разу. Рухаючись у записаній 
послідовності зліва направо, виявимо першого шахіста, у якого виграв 
розглядуваний шахіст, і поставимо його перед ним. 22.29.  [ ; ) ( ; ].−4 2 2 5Ÿ  
22.30. –3; –1. 22.31. [–1; 2]. 22.32. a = 1.

23.1.  7!. 23.2.  5!. 23.3.  20!. 23.4.  5!. 23.5.  1) 4!; 2) 3!. 23.6.  64. 

23.7. 53. 23.8.  5 63æ .  23.9.  4 52æ .  23.10.  9 106æ .  23.11.  6 7 4æ æ .  23.12.  6 7 3æ æ .  

23.13.  I спосіб. 4 4æ !;  ІІ спосіб. 5! – 4!. 23.14.  4 2! ;æ  23.15.  9 10 23æ æ .  

23.16.  9 10 44æ æ .  23.18.  64 49æ .  23.19.  4 3 2 5 2 6 4æ æ æ æ+ + .  23.20.  5 4 57 6+ æ .  

23.21.  4 + 42 + 43 + 44 + 45. 23.22.  210. 23.23.  ( ! ! !) !.7 4 2 3æ æ æ  23.24.  (5!)2. 

23.25. 9 10 4 54 4æ æ− .  Вказівка. Кількість усіх п’ятицифрових чисел дорівнює 

9 104æ .  Кількість п’ятицифрових чисел, усі цифри яких є парними, дорів

нює 4 54æ .  23.26.  9 10 54 5æ − .  23.27.  9 10 9 9 8 7 64æ æ æ æ æ− .  Вказівка. Кіль-
кість п’ятицифрових чисел, усі цифри яких різні, дорівнює 9 9 8 7 6æ æ æ æ .  

23.28. 63 – 53. 23.29. 2 9æ !.  Вказівка. Припустимо, що знайомі сіли на один 
стілець. 9 людей можна розмістити на 9 стільцях 9! способами. Оскільки 
знайомі можуть сісти справа або зліва один від одного, то всього варіантів 

2 9æ !.  23.30.  5 2 4! !.− æ  23.31.  1) 
6

3

!

!
.  Вказівка. Якщо вважати всі букви 

цього слова різними (це умовно можна записати так: МО1ЛО2КО3), то 
отримаємо 6! різних слів. Проте слова, які відрізняються лише переста-

новкою букв О1, О2, О3, насправді є однаковими; 2) 
10

3 2 2

!

! ! !
;  3) 

13

2 2 2

!

! ! !
.  

До задачі 22.26
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23.32. 85. Вказівка. Пасажир вибирає поверх. Такий вибір для кожного 

пасажира можна здійснити 8 способами. 23.33.  −
1

3

1

3
m ma  або a =

4

3
.  

23.34. 3. 23.36. 6000 грн, 1500 грн.

24.1.  A11
2 .   24.2.  A15

3 .   24.3.  A18
6 .   24.4.  A16

2 .   24.5.  A9
3.   24.6.  A5

3 .  

24.7. 1) 10; 2) 3; 3) 1. 24.9. 1) 12; 2) 7; 3) 7; 4) 14. 24.10. 1) 5; 2) 9, 10; 3) 4. 

24.11.  A32
2 .  24.12.  A A3

2
5
4æ .  24.13. 6 56

2
5
2æ æA A− .  24.14. 9 км/год, 12 км/год. 

24.15. Якщо a < 0, то рівняння не має коренів; якщо a = 0, то рівняння 
має 3 корені; якщо 0 < a < 4, то рівняння має 6 коренів; якщо a = 4, 
то рівняння має 4 корені; якщо a > 4, то рівняння має 2  корені. 
24.16.  [ ; ) ( ; ].−2 0 0 6Ÿ

25.5. 1) 18;  2) 6;  3) 10;  4) 4;  5) 17.   25.6. 1) 16;  2) 6;  3) 12;  4) 5. 

25.7.  C29
5 .  25.8.  C10

3 .  25.9.  Cn
4.  25.10.  C7

2.  25.11.  C C25
12

25
13= .  25.12.  C C5

2
12
5æ .  

25.13.  C C11
3

20
3æ .  25.14.  C Cn m

2 2æ .  25.15.  C C12
2

7
2⋅ .  25.16.  C C7

2
13
3æ .  25.17.  C C12

3
88
7æ .  

25.18.  C C C35
1

34
1

33
4æ æ .  25.19.  7 1212

2
7
2⋅ +C Cæ .  25.20.  C C C C8

1
8
3

8
5

8
7+ + + .  25.21. 

C C C C C C15
10

15
11

15
12

15
13

15
14

15
15+ + + + + . 25.22. I спосіб. C C C C C C C C7

2
13
3

7
3

13
2

7
4

13
1

7
5

13
0æ æ æ æ+ + + ;  

II спосіб. C C C C C20
5

7
0

13
5

7
1

13
4− − .  25.23.  C C C C C100

10
12
0

88
10

12
1

88
9− − .  25.24.  I спосіб. 

C C C18
7

19
6

19
6+ + ;  II спос іб. C C20

7
18
5− .  25.25.  C C C12

4
8
4

4
4æ æ .  25.26. 

C C C12
4

8
4

4
4

3

æ æ

!
.  

25.27.  C C C9
3

6
3

3
3æ æ .  25.28.  C C P12

4
15
4

4æ æ .  25.29.  Cm
n

+ 1.  Вказівка. Розмістимо в 

ряд m білих куль. Чорна куля може зайняти одне з m + 1 положень: край-
ня зліва, між будь-якими двома білими кулями, крайня справа (див. ри-

сунок). 25.30. C16
4 .  Вказівка. Розмістимо кулі в ряд. Чотири «перегородки» 

ділять ці кулі на п’ять груп (див. рисунок). Отже, кількість способів роз-
кладання куль по ящиках дорівнює кількості способів розміщення 4 пере-
городок на 16 місцях.

До задачі 25.29 До задачі 25.30

25.31.  Cn
k

−
−

1
1.  Вказівка. Запишемо n = 1 + 1 + 1 + ... + 1. Далі скористайтеся 

ідеєю розв’язування задачі 25.30. 25.32. a = 2, або a = –2, або a = 0. 25.33. 0. 
25.34.  ( ; ) ( ; ).5 6 6Ÿ ×+

26.16. a = 1. 26.17. 10 км/год. 26.18. 3.

27.20. 1) 
1

25
; 2) 

1

20
. 27.23. 10 куль. 27.24. 1) 

1

2
;  2) 

1

10
;  3) 

1

9
.  27.25. 

2

3
.  

27.26. 
2

3
.  27.27. 8 олівців. 27.28. 19 олівців. 27.30. 1) 

1

6
;  2) 

5

12
;  3) 

1

9
.  

Вказівка. Сприятливі події позначено на рисунку зеленим кольором.
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2-й раз

1
-й

 р
аз

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

2-й раз

1
-й

 р
аз

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

2-й раз

1
-й

 р
аз

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

1) 2) 3)

До задачі 27.30

27.31. 1) 
2

9
;  2) 

5

36
;  3) 

5

12
.  Вказівка. Кинути кубик двічі — це те саме, що 

незалежно один від одного кинути два кубики. Далі скористайтеся рисун-

ком 27.2. 27.32. У Петра. 27.33. 1) 
1

4
;  2) 

1

2
.  27.34. 

1

5
.  27.35. 1) 

1

8
;  2) 

3

8
;  

3) 
3

8
;  4) 

7

8
.  Вказівка. Кинути монету тричі — те саме, що незалежно одну 

від одної кинути три монети. Якщо пронумерувати монети, то маємо  
8 рівноможливих результатів, як показано на рисунку.

Перша 
монета

Друга 
монета

Третя 
монета

Г Г Г

Г Г Ц

Г Ц Г

Г Ц Ц

Ц Г Г

Ц Г Ц

Ц Ц Г

Ц Ц Ц

До задачі 27.35 

27.36. 
2

1n −
.  Вказівка. Якщо один зі знайомих сидить, то другий може 

з  однаковою ймовірністю сісти на одне з решти n – 1 місць. 27.37. 
1

2
.  

Вказівка. Кожному варіанту розстановки, у якому A стоїть попереду B, 
відповідає варіант, де їх поміняли місцями й A стоїть після B. Тому кіль-
кість сприятливих варіантів становить половину всіх варіантів. 27.38. Гра-
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фіком є парабола y = x2 + 1, у якої «виколото» точки з абсцисами 2 і –2. 

27.39.  c = −11
3

4
.  27.40. 50 км/год. 27.41.  6

1

3
.

28.1. 
1

5
4C

.  28.2. 
1

6
4C

.  28.3. 
1

7
4A

.  28.4. 
1

7
6A

.  28.5. 
C

C
4
2

10
2

.  28.6. 
C

C
10
3

50
3

.  28.7. 
C

C
93
4

100
4

.  

28.8. 
C

C
30
5

50
5

.  28.9. 
C

C
5
2

10
2

.  28.10. 
5 5

10
2

æ

C
.  28.11. 

C C

C
7
2

93
4

100
6

æ
.  28.12. 

C C

C
10
3

7
2

17
5

æ
.  28.13. 

7

77

!
.  

28.14. 1) 
4

64
;   2) 

6

64
;   3) 

5 4 5

6

4 3

4

+ æ
;   4) 

C4
2 2

4

5

6

æ
.     28.15. 1) 

3

4

!

!
;   2) 

3 3

4

æ !

!
.  

28.16. 
C C C

C
15
3

6
2

4
2

25
7

æ æ
.  28.17. 

C C C C C

C
7
5

10
1

7
4

10
2

7
3

17
5

+ +æ æ
.  28.18. 

C C C C C

C
40
4

10
2

40
5

10
1

40
6

50
6

æ æ+ +
.  

28.19. 
C C C C C

C
93
6

7
1

93
5

7
2

93
4

100
6

+ +æ æ
.     28.20.  1) 

1

85
;   2) 

8

85
;   3) 

A8
5

58
;   4) 

3

8

5

5
.  

28.21. 
4 9 9 9 9

36

! ! ! ! !

!
.

æ æ æ æ
 28.22. x2 – 14x + 35 = 0. 28.24. (–5; 0).

30.11. 8 членів. 30.12. 13. 30.13. 1; 2; 3; 4; 5. 30.14. 8. 30.15. 1) an = n2; 

2) an = 3n + 2; 3) an

n

n
=

−1
;  4) an = (–1)n + 1; 5) an

n

n
=

+ −1 1( )
;  6) an

n

n
=

+ − +1 1 1( )
.  

30.16. 1) an = n3 + 1; 2) an
n n

=
+

1

1( )
;  3) an

n n

n
=

− −( )
;

1
 4) a nn

n

= −( ) ;1  5) an = n – 

– | n – 3 |.  30.17. 1.  30.18. 1) a1 = –1, an + 1 = an + 2;  2) a1

1

3
= ,  an

n

n

a

a
+ =

+

−1

1

3
;  

3) a1 = 1, a an n+ = +( )1

2

1 .  30.19. 3) a1 = 1, a an n+ = +1
2 1.  30.20. 1) a = 2 або 

a = 3; 2) не існують. 30.21.  a101

1

2
= .  Вказівка. Покажіть, що an + 6 = an для 

будь-якого натурального n. 30.22. a101 = –1. 30.23. Вказівка. Скористайте-
ся методом математичної індукції. 30.24. Вказівка. Доведення проведіть 
методом математичної індукції з кроком 2. 30.28. 1) an = 2n – 1. Вказівка. 
Випишіть кілька перших членів послідовності та зробіть індуктивне при-

пущення; 2) an

n

n
=

+1
;  3) n2 – 1. 30.29. Вказівка. Доведіть, що an = (2n – 1)2. 

30.30.  Вказівка. a a a a nn n+ += + + + + +2 1
2

2
2

1
2 1... .  Покажіть, що a a an n n+ + += + +2 1

2
1 1.

a a an n n+ + += + +2 1
2

1 1.  Звідси a a an n n+ + +< < +1
2

2 1
21( ) .  30.31.  x1 = 1 або x1 = 2. Вказівка. 

Виконавши заміну xn – 1 = yn, отримаємо: y yn n+ =1
2.  Тоді y y y1000 999

2
1
2999

= = =... .  

Звідси y1 = 0 або y1 = 1. 30.32.  60 км/год. 30.33.  a∈ −[ ; ).1 0  30.34.  3. 
30.35. ( ; ] [ ; ) { }.− − +× ×Ÿ Ÿ3 5 1

31.9. 1) Так, n = 16; 2) ні. 31.10. 15. 31.13. 23. 31.14. –6. 31.15. 1) Так, 
a1 = –3, d = –6; 2) ні; 3) так, a1 = –2,8, d = –2,8; 4) ні. 31.16. 1) Так, a1 = 13, 

d = 7; 2) так, a1

1

5
= ,  d =

2

5
;  3) ні. 31.18. 18. 31.19. 16. 31.20. –0,6. 31.21. –6; 
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–4,5; –3; –1,5; 0; 1,5; 3. 31.22. 2,2; 0,4; –1,4; –3,2. 31.23. 1) a1 = 5, d = 2,5; 

2) a1 = –6, d = 4 або a1 = 15, d =
1

2
.  31.24. 1) a1 = –2, d = 3; 2) a1 = 20, d = –8 

або a1 = 51,5, d = –11,5. 31.25. Якщо перший член прогресії дорівнює її 
різниці або різниця прогресії дорівнює нулю. 31.32. 60°. 31.38. При x = –1: 
a1 = –3, a2 = –2, a3 = –1; при x = 8: a1 = 60, a2 = 43, a3 = 26. 31.39. y = 3, a1 = 10, 
a2 = 12, a3 = 14. 31.40. y = 1, a1 = –1, a2 = 8, a3 = 17, a4 = 26. 31.41. x = –1, 
a1 = a2 = a3 = a4 = 1. 31.42.  0. 31.46.  3, 13, 23. Вказівка. Числа p, p + 10, 
p + 20, де p — просте число, дають різні остачі при діленні на 3. 31.47. 3, 
5, 7. 31.48. Вказівка. Нехай ak = m2, m∈�.  Тоді для n kl  маємо an = m2 + 
+ d (n – 1). Покажіть, що член з номером n = 2m + d + 1 також є квадратом 
натурального числа. 31.49. Вказівка. Маємо a2 = a + kd, k∈�,  b = a + dm, 
m∈�.  Тоді b2 = a2 + 2adm + d2m2 = a + d (k + 2ma + dm2). 31.50.  Вказівка. 
Нехай an = a1 + d (n – 1), am = a1 + d (m – 1) і a1 — k-значне натуральне чис-
ло. Виберемо m і n так, щоб n – 1 = 10k, m – 1 = 10p, де p > k. 31.51. Вка-
зівка. Нехай множина простих чисел виду 3n + 2 є скінченною. Позна-
чимо її елементи p1, p2, ..., pk. Розгляньте число 3 21 2æ æ æ æp p pk... .+  31.52. Не 

існує. Вказівка. Скористайтеся тим, що можна вказати проміжки нату-
рального ряду будь-якої довжини, які не містять жодного простого числа. 

31.54. 30 м3, 40 м3. 31.55. a = –4. 31.56. 
1

6
.

32.9.  1) 204; 2) 570. 32.10.  –310. 32.11.  156 ударів. 32.12.  1400. 

32.13. 710. 32.14. 1188. 32.15. 1) 
n n( )

;
+1

2
 2) n2. 32.16. n (n + 1). 32.17. 8; 

14; 20. 32.18. –17. 32.19. 1
2

3
,  10

5

6
,  20, 29

1

6
,  38

1

3
.  32.20. 3. 32.21. –67,2. 

32.22. 63. 32.23. 5880. 32.24. 2112. 32.25. 1632. 32.26. 61 376. 32.27. 70 336. 
32.28. 0,3. 32.29. 10. 32.30. 20. 32.31. 16. 32.32. Так; 19, 23, 27, 31, 35. 
32.33.  Ні. 32.34.  10  с. 32.35.  42 сторінки. 32.36.  –1976. 32.37.  348. 
32.38. a1 = 14, d = –3.  32.39.  –10.  32.40.  10.  32.41.  690.  32.42.  250. 
32.43. 1) 12; 2) 26. 32.44. 1) 10; 2) 69. 32.45. a1 = 1, d = 2. 32.48. 2610. 
32.49. 0. 32.50. –(m + n). 32.51. 0. Вказівка. Нехай прогресія містить (2n + 1) 

членів. З умови випливає, що 
2 2 1

2

2 2

2
2 1 1

a d n a dn
n n

+ − +
= +

( )
( ).æ æ  Звідси ви-

пливає, що a1 + dn = 0. 32.52. 0. Вказівка. Загальна кількість ігор дорівнює 
0,5n (n – 1). Тоді кількість очок, набраних всіма командами, дорівнює 
n (n – 1). Нехай остання команда набрала x очок. Якщо d — різниця 
прогресії, тоді кількість очок, набраних всіма командами, дорівнює 
0,5 (2x + d (n – 1)) n. Отримуємо рівняння n (n – 1) = 0,5 (2x + d (n – 1)) n. 
32.53.  (–3; 1), (1; –3), (1; 1). 32.54. 40 км/год, 60 км/год. 32.56. Якщо 
a = –1, то розв’язків немає; якщо a = 1, то x∈�;  якщо a < –1 або a > 1, 

то x
a

m
1

1+
;  якщо –1 < a < 1, то x

a
l

1

1+
.
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33.4. Так. 33.13. 1) 2; 2) 
3

5
 або −

3

5
.  33.14. 1) 

7

16
;  2) 0,001. 33.15. 6. 

33.16.  9. 33.17.  30 і 150. 33.18.  1, 2, 4, 8. 33.19.  Так, b1

5

4
= ,  q = 4. 

33.20. x1 = 49, q = 7. 33.21. 1) 15 або –15; 2) 2 5  або −2 5.  33.22. 6 або 

–6. 33.23. 216. 33.24. 243. 33.25.  Pn n

a
= −

3

2 1
.  33.29. 3) Послідовність є гео-

метричною прогресією, якщо q ≠ –1. 33.31. 80, 40, 20, 10, 5 або 80, –40, 
20, –10, 5. 33.32.  6, 18, 54, 162, 486 або 6, –18, 54, –162, 486. 

33.33. 1) b1 2 3= ,  q = 3  або b1 2 3= − ,  q = − 3;  2) b1 = 162, q =
1

3
;  3) b1 = 7, 

q = –2 або b1

14

9
= ,  q = –3. 33.34. 1) b1

1

2
= ,  q = 4; 2) b1 = –1, q = 3. 33.35. При 

x = 1 маємо 3, 6, 12; при x = –14 маємо –27, –9, –3. 33.36. При x = 2 маємо 
8, 4, 2; при x = –7 маємо –1, –5, –25. 33.37. 96, 48, 24, 12, 6, 3. 33.38. 3, 
7, 11. 33.39. 8, 10, 12 або 17, 10, 3. 33.40. 5, 15, 45 або 45, 15, 5. 33.41. 2, 

6, 18 або 18, 6, 2. 33.42. 18, 6, 2 або 2, 6, 18. 33.43. 2, 4, 8, 12 або 
25

2
,  

15

2
,  

9

2
,  

3

2
.  33.44. 1, 5, 9, 13. 33.45. 4 км/год. 33.46. a = 3.

34.5. 1) 1456; 2) 155 5 5+( ).  34.6. 762. 34.7. 1210. 34.8. –68,2. 34.9. 27. 

34.10.  –7 або 6. 34.11.  13. 34.12.  5. 34.13.  72. 34.14. 
9

8
.  34.15.  4368. 

34.16. –12 285. 34.17. 
A

B
.  34.19.  2

4 1 4 1

3 4

1

n
n n

n
+

− ++( ) ( )
.

æ
 34.20. 8. 34.21. 5. 

34.23. 
A

B









50

.  Вказівка. Доведіть, що b b
A

B
1 100æ = ,  далі скористайтеся за-

дачею 33.25. 34.24. 15 год, 10 год. 34.26. Якщо a <
11

4
,  то x l

11

4
 або x = a; 

якщо al
11

4
,  то x al .  34.27. (3; 3), (–1; –1).

35.7. 1) 2 2 1−( );  2) 
9 3 1

2

+( )
;  3) 

3 3 5

2

+
.  35.8. 1) 

3 6 2

2

+( )
;  2) 3 2 4+ .  

35.9. 35. 35.10.  −
1

12
.  35.11. 1) 16 8 2+  або 16 8 2− ;  2) 27. 35.12. 1) 243; 

2) 312,5. 35.14. b1 = 1, q =
1

2
 або b1 = 3, q = −

1

2
.  35.15. b1 = 192, q =

1

4
.  35.16. 

27 9 3+  або 27 9 3− .  35.17. 
25 5 5

2

+( )
 або 

25 5 5

2

−( )
.  35.18. 1) 

3

4
;  2) –3. 

35.19.  −
1

4
 або 

1

4
.  35.20. 

2

5
.  35.21.  −

1

3
 або 

1

3
.  35.22.  b1 4 5= ,  q =

2

5
.  
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35.23. b1 = 32, q =
1

3
.  35.24. 2a2. 35.25. Так. 

35.26. 1) 6 3R ;  2) R2 3;  3) 4pR; 4) 
4

3

2pR .  

35.27.  1) 4 2 2a +( );  2) 2a2; 3) πa 2 2+( );  
4) 

pa2

2
.  35.29. Див. рисунок. 35.30. Перший 

робітник — за 8 год, другий — за 12  год. 

35.31. 
3

63
.  35.32. a = 1. 35.33. 1; −

5

3
.

36.1.  1) 
n n n n( ) ( )

;
+ + +1 2

4

2

 2) 
n n n n( ) ( ) ( )

.
+ + +1 2 3

4
 36.2. 

n n n( ) ( )
.

+ +1 2

3
 

36.3. 
n n

n

( )
.

+
− +

1

2

1

4

1

4 5æ
 36.4.  n n

n
( ) .+ + −1 2 1

2

1

2 3æ
 36.5.  1) 

10 10 1

9

( )
;

n

n
−

−  

2) 
50 10 1

81

5

9

( )
.

n n−
−  36.7. 1) 

n

n

−

−

1

4 3
;  2) 

n n

n

( )
;

+

+

2

1
 3) 1

1

1
−

+( )!
.

n
 Вказівка. 

n

n( ) !+
=

1
 

= −
+

1 1

1n n! ( ) !
;  4) 1

1

1 2
−

+( )
.

n
 Вказівка. 

2 1

1

1 1

12 2 2 2

n

n n n n

+

+ +
= −

( ) ( )
.  36.8. 1) 

n

n2 5 2( )
;

+
 

2) 
n n n

n

( )

( )
.

2 2 3

2 1

+ +

+
 Вказівка. 

n n

n n n n
n

3 2 1

1

1 1

1

+ +

+ +
= − +

( )
.  36.9. 

1

2

1

2

1

1

1

2
1+ − −







+ +n n
.  

Вказівка.    
1

1 1

1

2

1 1

22( )
.

n n n+ − +
= −






       36.10. 

n n

n n

( )

( ) ( )
.

+

+ +

3

4 1 2
    Вказівка. 

1

1 2n n n( ) ( )+ +
== −



 = −



+ + + + +

1

1

1

2

1 1

2

1

2

1

1

1

1 2n n n n n n n
æ

( ) ( ) ( )
.  36.11.  Sn

nna

a
= −

−1

Sn

n nna

a

a

a
= −

−
−

−1

1

1 2( )
.  Вказівка. Розгляньте рівність aS a a a an = + + + +2 3 42 3 4  

+ +... .n anæ  36.12. 15 сторінок. 36.13.  0
3

2
< <a .  36.15. 2; 4; –1; −

1

2
.

0 1

1

x

y

До задачі 35.29
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Вказівки до вправ оповідання  
«Ефективні прийоми доведення нерівностей»
У даних вказівках номери (1), (2), (3) посилаються на відповідні не-

рівності оповідання «Ефективні прийоми доведення нерівностей».

1. Вказівка. І спосіб. Скористайтеся нерівністю (1). ІІ спосіб. Ско-
ристайтеся нерівністю (3). 3.  Вказівка. Скористайтеся нерівністю (2). 

4. Вказівка. 
x

y

y

z

z

x

x

yx

y

zy

z

xz

3 3 3 2 2 2 2 2 2

+ + = + +
( ) ( ) ( )

. 5. Вказівка. І спосіб. Скористай

теся нерівністю (3). ІІ спосіб. 
a

b c

b

c a

c

a b

a

b c

b

c a

c

a b

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1

9

3

2

3

2

3

2+ + + + + +
+ + = + +









( ) ( ) ( )
..  

Далі скористайтеся нерівністю (1). 6. Вказівка. І спосіб. 
a

b c

b

c a

c

a b

3 3 3

+ + +
+ + =  

= + +
+ + +

( ) ( ) ( )
.

a

ab ac

b

bc ba

c

ca cb

2 2 2 2 2 2

 Далі скористайтеся нерівністю (3). ІІ спосіб. 
a

b c

3

+
+  

+ + = + +




+ + + + +

b

c a

c

a b

a

ab ac

b

bc ba

c

ca cb

3 3 2 2 2 2 2 21

4

2 2 2( ) ( ) ( )
.  Далі скористайтеся нерівністю (1). 

8.  Вказівка. 
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2 2 2

+ + + + + +
+ + = + +

ab bc ac ab bc ac
.  Далі скористайтеся 

нерівністю (3). 9. Вказівка. Ліву частину нерівності подайте у вигляді 
x

x yx zx

y

y zy xy

z

z xz yz

2

2

2

2

2

22 3 2 3 2 3+ + + + + +
+ + .  Далі скористайтеся нерівністю (3) 

і нерівністю a b c ab bc ac2 2 2+ + + +l .  11. Вказівка. Скориставшися ключовою 
задачею 18.17 (1), можна записати, що ( ) ( ) ( ).x y xy x y x y+ + = + + + +1 1 1 2l  
12. Вказівка. На підставі ключової задачі 18.17 (1) та умови x ∈ [0; 1] 

можна записати, що 
x

yz

x

yz

x

y z

x

x y z2 1 1 1+ + + + + + +
= m m .  14. Вказівка. Ско-

риставшися ключовою задачею 18.13, можна записати, що 
1

3 3a b abc+ +
m  

m
1 1

2 2a b b a abc ab a b c

c

abc a b c+ + + + + +
= =

( ) ( )
.  15. Вказівка. Скористайтеся клю-

човою задачею 18.13. 16.  Вказівка. Скористайтеся ключовою задачею 
18.13. 17. Вказівка. Скористайтеся задачею 18.19. 18. Вказівка. Скорис-
тайтеся ключовою задачею 18.22. 19. Вказівка. Скористайтеся ключовою 
задачею 18.25. 20. Вказівка. Скориставшися задачею 17.29 (1), можна 

записати: 
1

1
2 1 2 0< − ;  

1

2
2 2 2 1< − ;  

1

3
2 3 2 2< − ;  ...; 

1
2

n
n< −  

− −2 1n .  21. Вказівка. Скористайтеся задачею 17.29 (2).
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Аналітичний спосіб задання функ-
ції 14

Аргумент функції 11

База індукції 248
Базисний пункт 244

Вибірка 304
— репрезентативна 304
Відкрита півплощина 179
Відображення множини на множи-

ну 12
— — — — взаємно однозначне 12
Вісь параболи 132
Внутрішня область параболи 132

Гістограма 305
Границя послідовності 357
Графік нерівності з двома змінни-

ми 179
— рівняння з двома змінними 139
— числової функції 15
Графічний метод розв’язування 

нерівностей 102

Директриса параболи 132

Діаграма кругова 306
— стовпчаста 305
Доведення нерівностей 195

Знаменник геометричної прогресії 
344

Значення функції 12
— — в точці 12

Індуктивний висновок 246
— перехід 248
Індукція 246

Ймовірність випадкової події 278

Комбінаторика 260
Комбінація 271

Математична модель 225
Медіана 310
Метод заміни змінної 164
— застосування очевидної нерівно-

сті 197

— — раніше доведеної нерівності 
199

— індуктивний 246
— інтервалів 114
— математичної індукції 248
— міркування від супротивного 

197
— різниці 196
— спрощення нерівності 196
Міри центральної тенденції 310
Многочлен однорідний 166
— симетричний 167
Многочлени елементарні симе-

тричні 167
Множина упорядкована 263

Найбільше значення функції на 
множині 34

Найменше значення функції на 
множині 34

Нерівність лінійна з двома змінни-
ми 181

— Коші для двох чисел 205
— Коші—Буняковського 209
Нерівності квадратні 103
Нуль функції 28

Парабола 54, 132
Паралельне перенесення графіка 

функції 62
Перестановка 263
Перетворення симетрії відносно осі 

абсцис 52
— — — — ординат 56
Подія 278
— випадкова 278
— вірогідна 286
— достовірна 286
— неможлива 287
Послідовність 317
— збіжна 357
— нескінченна 318
— періодична 321
— скінченна 318
— стаціонарна 319
— числова 317
Початкові умови 320
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Правило добутку 262
— суми 261
Прикладна задача 225
Прогресія арифметична 329
— геометрична 344
Проміжок знакосталості функції 

29
— зростання функції 30
— спадання функції 30
Процентні пункти 244

Результати рівноможливі 287
— сприятливі 288
Рівноймовірні випадкові події 287
Рівняння першого степеня з двома 

змінними 139
Різниця арифметичної прогресії 

329
Розв’язок нерівності з двома змін-

ними 179
— рівняння з двома змінними 139
— системи нерівностей 187
Розміщення 268
Розрив 113
Розтягнення графіка від осі абсцис 

52
— — — — ординат 55

Середнє арифметичне 204, 211
— гармонічне 204
— геометричне 204
— значення вибірки 307
— квадратичне 204, 211
Система-наслідок 153
Системи рівнянь рівносильні 153
Сполука 271
Спосіб задання послідовності опи-

совий 318
— — — рекурентний 320
— — — табличний 318
— — функції аналітичний  14
Статистика 303
Статистична оцінка ймовірності 

випадкової події 280
Стискання графіка до осі абсцис 52
— — — — ординат 55

Сума нескінченної геометричної 
прогресії 359

Сумування перших n членів по-
слідовності 365

Таблиця частотна 308
Теорема Діріхле про арифметичну 

прогресію 336
Теорія ймовірностей 291

Факторіал 264
Фокус параболи 132
Формула рекурентна 319
— складних відсотків 239
— суми нескінченної геометричної 

прогресії 359
— — n перших членів арифметич-

ної прогресії 338
— — — — — геометричної про-

гресії 353
— n-го члена арифметичної про-

гресії 330
— — — геометричної прогресії 345
— — — послідовності 318
Функція 11, 27
— Діріхле 13
— дробова частина числа 13
— зростаюча 29
— — на множині 29
— квадратична 88
— кусково задана 14
— непарна 43
— неперервна 113
— парна 43
— сигнум 13
— складена 14
— спадна 29
— — на множині 29
— ціла частина числа 13
— числова 12

Частота 308
— випадкової події 279
— відносна 308
Числа Фібоначчі 325
Член послідовності 317
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