
ÃÅÎÌÅÒÐ²ßÃÅÎÌÅÒÐ²ß

М. І. Бурда, Н. А. Тарасенкова

Êè¿â
«Çîä³àê-ÅÊÎ»

2009

Підручник для 9 класу
загальноосвітніх навчальних закладів

Ðåêîìåíäîâàíî Ì³í³ñòåðñòâîì îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè

Ï³äðó÷íèê – ïåðåìîæåöü
Âñåóêðà¿íñüêîãî êîíêóðñó ï³äðó÷íèê³â

äëÿ 12-ð³÷íî¿ øêîëè
Ì³í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè â 2009 ð.



ÒÂÎÐ×À ÃÐÓÏÀ ÐÎÇÐÎÁÍÈÊ²Â Ï²ÄÐÓ×ÍÈÊÀ

Þð³é ÊÓÇÍÅÖÎÂ – êåð³âíèê ïðîåêòó,
ðîçðîáíèê êîíöåïö³é: äèçàéíó, õóäîæíüîãî îôîðìëåííÿ;

Ìèõàéëî ÁÓÐÄÀ, Í³íà ÒÀÐÀÑÅÍÊÎÂÀ – àâòîðè òåêñòó ³ ìåòîäè÷íîãî àïàðàòó;

Îëåã ÊÎÑÒÅÍÊÎ – êîîðäèíàòîð ïðîåêòó;

Îëåíà ÏÎÏÎÂÈ× – ðåäàêòîð-îðãàí³çàòîð;

Àíäð³é Â²ÊÑÅÍÊÎ – ìàêåò, õóäîæíº îôîðìëåííÿ;

Âàëåíòèíà ÌÀÊÑÈÌÎÂÑÜÊÀ – îðãàí³çàòîð âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó;

Ãàëèíà ÊÓÇÍªÖÎÂÀ – åêîíîì³÷íèé ñóïðîâ³ä ïðîåêòó;

Ðîìàí ÊÎÑÒÅÍÊÎ – ìàðêåòèíãîâ³ äîñë³äæåííÿ ï³äðó÷íèêà;

Àíäð³é ÊÓÇÍÅÖÎÂ – ìîí³òîðèíã àïðîáàö³¿ ï³äðó÷íèêà

ББК 22.151я721
          Б91

Ðåêîìåíäîâàíî Ì³í³ñòåðñòâîì îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè
(íàêàç â³ä 2 ëþòîãî 2009 ð., ¹ 56)

Âèäàíî çà ðàõóíîê äåðæàâíèõ êîøò³â. Ïðîäàæ çàáîðîíåíî

© М. І. Бурда, Н. А. Тарасенкова, 2009

© Видавництво «Зодіак�ЕКО», 2009

© Художнє оформлення.
 А. М. Віксенко, 2009

© Концепції: дизайну, художнього
оформлення. Ю. Б. Кузнецов, 2009ISBN 978�966�7090�65�4

© Видавництво «Зодіак�ЕКО». Усі права захищені. Жодна частина, елемент, ідея, композиційний підхід
цього видання не можуть бути скопійованими чи відтвореними в будь�якій формі та будь�якими
засобами – ні електронними, ні фотомеханічними, зокрема ксерокопіюванням, записом чи
комп’ютерним архівуванням, – без письмового дозволу видавця.

Â³äïîâ³äàëüí³ çà ï³äãîòîâêó äî âèäàííÿ ï³äðó÷íèêà: Í. Ñ. Ïðîêîïåíêî – ãîëîâíèé ñïåö³àë³ñò
Ì³í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè; Î. Î. Ëèòâèíåíêî – ìåòîäèñò âèùî¿ êàòåãîð³¿
²íñòèòóòó ³ííîâàö³éíèõ òåõíîëîã³é ³ çì³ñòó îñâ³òè.
Åêñïåðòè ðóêîïèñó ï³äðó÷íèêà: Î. Â. Ãîðåëîâà – â÷èòåëü-ìåòîäèñò ÇÎØ ¹ 10, ì. ²çìà¿ë;
Ê. Ì. Ïåòå÷óê – â÷èòåëü-ìåòîäèñò Çàêàðïàòñüêîãî ²ÏÏÎ; Î. Ì. Ñ³íþêîâà – âèêëàäà÷
êàôåäðè ãåîìåòð³¿ ÏÓÄÏÓ ³ì. Ê. Óøèíñüêîãî, êàíäèäàò ô³çèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê;
Ò. Ì.  Õìàðà– ïðîâ³äíèé íàóêîâèé ñï³âðîá³òíèê ëàáîðàòîð³¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ³ ô³çè÷íî¿ îñâ³-
òè ²íñòèòóòó ïåäàãîã³êè ÀÏÍ Óêðà¿íè, êàíäèäàò ïåäàãîã³÷íèõ íàóê; Â. Â. Øàðêî –
çàâ³äóâà÷ â³ää³ëó òîïîëîã³¿ ²íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, äîêòîð ô³çèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê



ЗМІСТ
Дорогі учні! ...................................................................................................... 4

Розділ 1. РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ТРИКУТНИКІВ

§ 1. Синус, косинус і тангенс кутів від 0° до 180° ....................... 8

§ 2. Основні тотожності для sin α , cos α , tg α ........................ 13

§ 3. Теорема синусів ................................................................. 18

§ 4. Теорема косинусів ............................................................. 24

§ 5. Розв'язування трикутників ................................................ 30

§ 6. Формули площі трикутника ............................................... 39

Розділ 2. ПРАВИЛЬНІ МНОГОКУТНИКИ

§ 7. Правильні многокутники ................................................... 50

§ 8. Формули для радіусів описаних і вписаних

кіл правильних многокутників ........................................... 57

§ 9. Побудова правильних многокутників ................................ 63

§ 10. Довжина кола. Довжина дуги кола ................................... 67

§ 11. Площа круга та його частин .............................................. 74

Розділ 3. ДЕКАРТОВІ КООРДИНАТИ НА ПЛОЩИНІ

§ 12. Декартові координати на площині .................................... 84

§ 13. Координати середини відрізка .......................................... 90

§ 14. Поняття рівняння фігури. Рівняння кола ........................... 95

§ 15. Рівняння прямої ............................................................... 100

§ 16. Метод координат ............................................................. 105

Розділ 4. ГЕОМЕТРИЧНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ

§ 17. Переміщення ................................................................... 114

§ 18. Симетрія відносно точки і прямої .................................... 118

§ 19. Поворот ........................................................................... 126

§ 20. Паралельне перенесення................................................. 131

§ 21. Перетворення подібності. Гомотетія ............................... 136

Розділ 5. ВЕКТОРИ НА ПЛОЩИНІ

§ 22. Поняття вектора .............................................................. 148

§ 23. Дії над векторами ............................................................ 154

§ 24. Координати вектора ........................................................ 163

§ 25. Скалярний добуток векторів ........................................... 168

§ 26. Векторний метод ............................................................. 174

Розділ 6. ПОЧАТКОВІ ВІДОМОСТІ ЗІ СТЕРЕОМЕТРІЇ

§ 27. Взаємне розміщення прямих і площин у просторі .......... 184

§ 28. Многогранники ................................................................ 191

§ 29. Тіла обертання................................................................. 199

ПОВТОРЕННЯ ВИВЧЕНОГО ....................................................................... 208

ВІДПОВІДІ ТА ВКАЗІВКИ ........................................................................... 219

ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК ....................................................................... 238



4

Дорогі учні!

У 8 класі ви ознайомилися з властивостями й ознака�
ми чотирикутників та подібних трикутників, навчили�
ся знаходити площі трикутників і чотирикутників,
ознайомилися з новими способами обчислення сторін і
кутів прямокутних трикутників та виробили вміння
застосовувати ці способи на практиці.

У цьому році ви дізнаєтеся, як розв’язувати трикут�
ники, використовуючи теореми синусів і косинусів та
формули для знаходження площі трикутника. Отримає�
те знання про правильні многокутники, геометричні пе�
ретворення, вектори на площині, одержите початкові
знання зі стереометрії.

Як успішно вивчати геометрію за цим підручником?
Увесь матеріал поділено на шість розділів, а розділи – на
параграфи. У кожному параграфі є теоретичний матеріал
і задачі. Вивчаючи теорію, особливу увагу звертайте на
текст, обведений рамкою. Це – найважливіші означення
і властивості геометричних фігур. Їх потрібно зрозуміти,
запам’ятати і вміти застосовувати під час розв’язування
задач. Інші важливі відомості надруковано жирним
шрифтом. Курсивом виділено терміни (наукові назви)
понять.

Перевірити, як засвоєно матеріал параграфа, повто�
рити його допоможуть запитання рубрики «Згадайте
головне», які є після кожного параграфа. А після кож�
ного розділу вміщено контрольні запитання і тестові
завдання, за якими можна перевірити, як засвоєно
тему.

Ознайомтеся з порадами до розв’язування задач, із
розв’язаною типовою задачею.

Задачі підручника мають чотири рівні складності.
Номери задач початкового рівня складності позначено
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штрихом ('). Це підготовчі вправи для тих, хто не впев�
нений, що добре зрозумів теоретичний матеріал. Номе�
ри з кружечком (°) позначають задачі середнього рівня
складності. Усім треба вміти їх розв’язувати, щоб мати
змогу вивчати геометрію далі. Номери задач достатньо�
го рівня складності не мають позначок біля номера.
Навчившись розв’язувати їх, ви зможете впевнено де�
монструвати достатній рівень навчальних досягнень.
Зірочкою (*) позначено задачі високого рівня. Якщо не
зможете відразу їх розв’язати, не засмучуйтесь, а виявіть
терпіння і наполегливість. Радість від розв’язання склад�
ної задачі буде вам нагородою.

Розв’язавши задачі, виділені жирним шрифтом, запа�
м’ятайте їх формулювання. Ці геометричні твердження
можна застосовувати до розв’язування інших задач.

Скориставшись рубрикою «Дізнайтеся більше», ви
зможете поглибити свої знання.

У підручнику використано спеціальні позначки
(піктограми). Вони допоможуть краще зорієнтуватися в
навчальному матеріалі.

Прочитайте Як записати

Поміркуйте Як діяти

Запам’ятайте Типова задача

Бажаємо вам успіхів у пізнанні нового і задоволення
від навчання!



У розділі
дізнаєтесь:
як визначити
синус, косинус
і тангенс для
будь�якого кута
від 0° до 180° та
про співвідно�
шення між сто�
ронами і кутами
трикутника;

про алгоритми
знаходження
невідомих сторін
і кутів довільного
трикутника за
відомими його
сторонами
і кутами;

як застосовувати
вивчені алгорит�
ми до розв'язу�
вання геометрич�
них задач та задач
практичного
змісту;

про нові форму�
ли для обчислен�
ня площі трикут�
ника та як їх
використовувати
в розв'язуванні
задач

РОЗДІЛ1 РОЗВ'ЯЗУВАННЯ
ТРИКУТНИКІВ
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СИНУС, КОСИНУС І ТАНГЕНС
КУТІВ ВІД 0° ДО 180°

Досі ми розглядали синус, косинус і тангенс гострого кута як відно�
шення відповідних сторін прямокутного трикутника. Дамо означення їх
для будь�якого кута від 0° до 180°. Для цього використаємо систему коор�
динат ХОY. З курсу алгебри ви вже знаєте, як визначають координати
точки, які знаки мають координати точок у  різних її чвертях.

У I і II чвертях системи координат ХОY проведемо півколо з центром у
початку координат і радіусом R = 1 (мал. 1). Таке півколо називається
одиничним. Будемо відкладати кути від додатної півосі OХ проти руху
годинникової стрілки. Нехай �AOB = α – гострий і точка B, кінець ра�
діуса OB, має координати x і y. Проведемо BK�OX (мал. 1).

У прямокутному трикутнику OBK гіпотенуза OB = 1, а катети дорів�
нюють координатам x і y точки B. Значення sin α, cos α і tg α виразимо

через координати точки B: sin α = 
1

y
= y, cos α = 

1

x
= x, tg α = 

x

y
. За цими

формулами можна визначити синус, косинус і тангенс тупого кута (мал. 2).

§1.

Взагалі, sin ααααα дорівнює ординаті кінця радіуса одиничного півкола,
який утворює з додатною піввіссю OХ кут ααααα, cos ααααα – абсцисі кінця радіу�
са, а tg ααααα – відношенню зазначених ординати й абсциси.

Чому синуси тупих кутів додатні, а косинуси і тангенси – від’ємні? Тому що

ординати в другій чверті додатні, а абсциси – від’ємні.

З а д а ч а .   Користуючись одиничним півколом побудуйте кут, синус якого

дорівнює 
3

2
.

Р о з в’я з а н н я .   Проведемо одиничне півколо з центром у початку коор;

динат (мал. 3). Позначимо на осі OY точку C(0; 
3

2
). Через точку C проведе;

мо пряму l || OХ. Вона перетне одиничне півколо в точках B і B
1
, ординати

§1.

Мал. 2Мал. 1 Мал. 3

?
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яких дорівнюють 
3

2
. Сполучивши точки B

і B
1
 з початком координат, дістанемо два

кути, синуси яких дорівнюють
3

2
: гострий

�AOB  і тупий �AOB
1
.

Знайдемо значення sin α, cos α і tg α для
кутів 0°, 90° і 180°. Розглянемо радіуси OA,
OB і OC, які утворюють ці кути з додатною піввіссю OX (мал. 4).
Точки A, B і C мають такі координати: A(1; 0), B(0; 1) і C(– 1; 0). Тоді
sin 0° = 0, sin 90° = 1, sin 180° = 0; cos 0° = 1, cos 90° = 0, cos 180° = – 1;

tg 0° = 
1

0
= 0, tg 180° = 

1

0

− = 0. Для tg α кут α = 90° вилучається, оскільки

на нуль ділити не можна.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

У вас може виникнути кілька запитань.

1. Чи існують значення синуса, косинуса і тангенса кутів від 180° до 360°?  Так.

Кут можна розглядати як результат обертання радіуса кола. Нехай коло радіуса

R = 1 з центром у початку координат перетинає вісь OХ у точці A (мал. 5). Вважати7

мемо, що �AOB = 210° утворений обертанням радіуса OB проти руху годиннико7

вої стрілки. Точка B має координати x = –
2

3
, y = –

2

1
. Тоді sin 210° = –

2

1
,

cos 210°= –
2

3
, tg 210° =

3

3
. Повний оберт радіуса OB утворить кут 360°.

2. Чи можуть кути бути більшими за 360° ? Поміркуємо. Нехай радіус OB, що

утворює кут 60° (мал. 6), продовжуючи свій рух проти годинникової стрілки, зро7

бив один повний оберт. Тоді �AOB = 360° + 60° = 420°.

3. Чи можуть градусні міри кутів бути від’ємними? Кут вважається від’ємним,

якщо він утворений обертанням радіуса кола за годинниковою стрілкою. На ма7

люнку 7 зображено два кути зі спільними початковою стороною OA і кінцевою

стороною OB. Один кут дорівнює – 270°, а другий дорівнює 90°.

Мал. 4

Мал. 5 Мал. 7Мал. 6
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ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Дайте означення синуса, косинуса і тангенса для довільного кута від 0° до 180°.

2. Для якого кута тангенс не існує і чому?

3. Чому синуси тупих кутів додатні, а косинуси і тангенси – від’ємні?

4. Назвіть значення синуса і косинуса для кутів 0°, 90°, 180°.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

1'. На малюнку 8 зображено одиничне півколо.

1) Назвіть абсциси й ординати точок B, C, D .

2) Назвіть кути, які утворюють з додатною

піввіссю OХ  радіуси OB, OC  і OD.

3) Виразіть значення синуса, косинуса і танген;

са цих кутів через координати точок B, C  і D.

2'. 1) Назвіть радіус одиничного півкола (мал. 9),

який утворює з додатною піввіссю OХ  кут: 0°,

90°, 180°.

2) Запишіть значення:

а) sin 0°, sin 90°, sin 180°;

б) cos 0°, cos 90°, cos 180°;

в) tg 0°, tg 180°.

3'. 1) Чи може абсциса точки одиничного півкола

дорівнювати: 2; 0,5; – 1?

2) Чи може ордината точки одиничного півкола дорівнювати: 0,8; 1,4; 1?

4°. Накресліть систему координат, узявши за одиницю довжини 10 см. Проведіть

у I і II чвертях одиничне півколо з центром у початку координат.

1) За допомогою транспортира позначте на одиничному півколі точки A, B,

C, D, E так, щоб кути між радіусами OA, OB, OC, OD, OE  і додатною піввіссю

OХ дорівнювали відповідно 35°, 70°, 115°, 130°, 165°.

2) За допомогою лінійки знайдіть координати точок A, B, C, D і E.

3) Знайдіть значення синуса, косинуса і тангенса для кутів 35°, 70°, 115°,

130°, 165°. Заповніть таблицю 1.

Т а б л и ц я  1

5°. Який знак мають sin α, cos α і tg α, якщо: 1) 0° < α < 90°; 2) 90° < α <  180°?

Поясніть відповідь.

Мал. 9

Мал. 8
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6°. Накресліть у зошиті таблицю 2. У таблиці поставте знак «+», якщо sin α,

cos α або tg α  додатний, і знак «–», якщо від’ємний.

Т а б л и ц я  2

7°. Гострим чи тупим є кут ααααα, якщо:

1) косинус від’ємний; 2) косинус додатний; 3) тангенс від’ємний?

Поясніть відповідь.

8°. За малюнком 10 обґрунтуйте твердження:

1) якщо кут α зростає від 0° до 90°, то синус цього

кута зростає від 0 до 1, а косинус спадає від 1 до 0;

2)  якщо кут α зростає від 90° до 180°, то синус

цього кута спадає від 1 до 0, а косинус спадає від

0 до –1.

9°. Обчисліть:

1) 3 cos 0° – 2 sin 90°; 2) 4 sin 0° – 5 cos 180°;

3) 6 sin 90° – 3 tg 180°; 4) 8 sin 180° + 2 cos 90°.

10°. Знайдіть sin α, якщо:

1) cos α = –1; 2) cos α = 0; 3) cos α = 1.

11°. Знайдіть cos α, якщо: 1) sin α = 1; 2) sin α = 0.

12. Чи можуть синус або косинус кута дорівнювати: 1) – 0,6; 2) 0,8; 3) 3?

Поясніть відповідь.

13. Чи може тангенс кута дорівнювати: 1) 8; 2) 0,01; 3) 200? Поясніть відповідь.

14. α – кут трикутника. Які з величин sin α, cos α, tg α можуть бути від’ємними

і коли саме?

15. Якщо α, β, γ – кути трикутника, то який знак має сума:

1) sin α + sin β + sin γ; 2) cos α + cos β + cos γ;

3) tg 
2

α
+ tg 

2

β
+ tg 

2

γ
? Поясніть відповідь.

16. Гострий чи тупий кут α, якщо:

1) sin α · cos α > 0; 2) sin α · cos α < 0; 3) sin α · tg α < 0?

Поясніть відповідь.

17. Який із кутів (ααααα чи βββββ) більший, якщо:

1) cos ααααα = 0,8, cos βββββ = 0,2; 2) cos ααααα = – 0,3, cos βββββ = – 0,6;

3) sin ααααα = 0,4, sin βββββ = 0,7?

18. Яких значень може набувати сума:

1) sin α + 1; 2) cos α + 0,5; 3) sin α + 0,2?

Мал. 10
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19. Запишіть у порядку зростання:

1) sin 66°, sin 20°, sin 75°, sin 15°, sin 5°;

2) cos 9°, cos 80°, cos 46°, cos 75°, cos 16°.

20. Запишіть у порядку спадання:

1) sin 176°, sin 92°, sin 101°, sin 125°, sin 150°;

2) cos 97°, cos 175°, cos 165°, cos 102°, cos 91°.

21. Визначте знак різниці:

1) sin 145°– sin 169°;      2) cos 178° – cos 153°;     3) tg 163° – tg 121°.

22. Який знак мають добутки:

1) cos 10° · sin 120° · tg 105°;      2) sin 40° · cos 153° · tg 15°;

3) tg 110° · tg 160° · sin 150°?

23. Обчисліть:

1) 
°

°°°
180cos

0cos30sin90sin6
; 2) 8 cos 60° + 2 sin 90° – 10 cos 180°;

3) a2 sin 90° – b2 cos 0° – c2 cos 180°, якщо  a = 4, b = 3, c = – 5.

24. Знайдіть tg α, якщо: 1) cos α = – 1; 2) sin α = 1; 3) sin α = 
3

5
, cos α = –

4

5
.

25. Побудуйте кут α, якщо: 1) cos α = 0,4; 2) cos α = – 0,5.

26. Побудуйте кут ααααα, якщо: 1) sin ααααα =
1

3
; 2) sin ααααα = 0,5.

Скільки розв’язків має задача?

27*. Доведіть, що коли sin α = sin β, то або α = β, або α = 180° – β.

28*. Чи існує кут α, для якого: 1) sin α = cos α; 2) sin α = – сos α?

29*. Користуючись одиничним півколом, доведіть:

1) sin (90° – α) = cos α; 2) cos (90° – α) = sin α.

30*. Доведіть нерівність |sin α| + |cos α| � 1.

31*. Які з рівностей можливі:

1) cos α = m + 
1

m
; 2) sin α = 

2 m n

m+  n
; 3) cos α =

m

n
+

n

m
?

32*. У прямокутному трикутнику ABC гіпотенуза AB дорівнює 1. З вершини C

проведено висоту CD. Знайдіть AC, BC, AD, BD і CD, якщо �BAC = α.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

33. Визначте, який кут утворюється внаслідок обер;

тання хвилинної стрілки протягом 25 хв.

34*. Маховик дизеля робить 40 обертів за хвилину.

Який кут опише його спиця OA (мал. 11) через

0,5 секунди?

Мал. 11
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ОСНОВНІ ТОТОЖНОСТІ
для  sin ααααα,  cos ααααα      і  tg ααααα

Ви знаєте, що за означенням tg α = x
y

, а

y = sin α, x = cos α.

Звідси одержимо тотожність:  tg ααααα = .

Доведемо ще такі тотожності:

sin2 ααααα + cos2 ααααα = 1,     1 + tg2 ααααα = .

Нехай x і y – координати точки B одиничного
півкола (мал. 12). З прямокутного трикутника
AOB дістанемо: y2 + x2 = 1.
Оскільки y = sin α, x = cos α, то sin2 α + cos2 α = 1.
Поділимо обидві частини тотожності sin2 α + cos2 α = 1 на cos2 α.

Дістанемо: 
α
α
 

 
2

2

cos

sin
+ 1 =  

α 2cos

1
, або 1 + tg2 α =

α 2cos

1
.

З а д а ч а . Обчисліть значення cos α і tg α,

якщо sin α = 
5

13
 і 90° < α < 180°.

Р о з в’я з а н н я .   Оскільки sin2 α + cos2 α = 1, то α−±=α 2
sin1cos .

У формулі для cos α беремо знак «–», бо за умовою кут α – тупий, а

косинуси тупих кутів від’ємні.

Дістанемо:
13

12

169

144

13

5
1sin1cos

2

2 −=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=α−−=α .

12

5

13

12
:

13

5

cos

sin
tg −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

α
α=α .

1. Щоб знайти за однією з величин sin ααααα, cos α α α α α  чи tg ααααα інші дві величи�
ни, скористайтеся тотожностями:

sin2 ααααα + cos2 ααααα = 1,    tg ααααα = ,    1 + tg2 α =α =α =α =α = .

2. У формулі cos ααααα = ����� поставте перед квадратним коренем
знак «–», якщо за умовою задачі кут ααααα – тупий.
Доведемо тотожності, які дають змогу синуси, косинуси і тангенси

тупих кутів виразити через синуси, косинуси і тангенси гострих кутів.

§2.§2.

Мал. 12
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Тотожності

tg α = α
α
 cos

 sin
,

sin2 α + cos2 α = 1,

1 + tg2 α = 
α cos

1
2

sin (180° – α) = sin α,

cos (180° – α) = – cos α,

tg (180° – α) = – tg α

sin (90° – α) = cos α,

cos (90° – α) = sin α

Застосування

Знаходимо за однією з величин

sin α, cos α чи tg α дві інші величини.

Спрощуємо вирази.

Знаходимо синус, косинус і тангенс тупого

кута. Спрощуємо вирази.

Побудова таблиці синусів і косинусів –

значення синусів кутів від 0° до 45°

дорівнюють значенням косинусів

кутів від 90° до 45°.   Спрощуємо вирази.

Подивіться на малюнок 13.
Нехай �AOB

1
 = α – тупий, тоді �A

1
OB

1
= 180° – α – гострий. Відкладемо

від додатної півосі ОХ �AOB = �A
1
OB

1
= 180° – α. Проведемо BK � OX і

B
1
K

1
� OX. Прямокутні трикутники OBK і OB

1
K

1
 рівні за гіпотенузою і

гострим кутом. З рівності трикутників випливає, що OK = OK
1
, BK = B

1
K

1
,

тобто x = – x
1
, y = y

1
.  Тоді sin (180° – α) = y, sin α = y

1
.

Звідси   sin (180° – ααααα) = sin ααααα. (1)
Оскільки cos (180° – α) = x, cos α = x

1
,

а x = – x
1
, то cos (180° – ααααα) = – cos ααααα. (2)

Поділивши почленно рівності (1) і (2),
матимемо: tg (180° – ααααα) = – tg ααααα. (3)

Розглянемо приклади.

sin 120° = sin (180° – 120°) = sin 60° = 
2

3
;

cos 135° = – cos (180° – 135°) = – cos 45° = –
2

2
;

tg 150° = – tg (180° – 150°) = – tg 30° = –
3

3
.

Щоб знайти синус, косинус і тангенс тупого кута, зведіть їх до гостро�
го кута, скориставшись тотожностями:
sin (180° – ααααα) = sin ααααα, cos (180° – ααααα) = – cos ααααα, tg (180° – ααααα) = – tg ααααα.

Як синус і косинус гострого кута, більшого за 45°, виразити через си�
нус і косинус кута, меншого від 45°? Потрібно скористатися відомими
вам формулами: sin (90° – ααααα) = cos ααααα, cos (90° – ααααα) = sin ααααα.

Наприклад:
sin 80° = cos (90° – 80°) = cos 10°; cos 75° = sin (90° – 75°) = sin 15°.
Основні тотожності наведено у таблиці 3.

Мал. 13

?

Т а б л и ц я  3
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ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

Крім синуса, косинуса і тангенса кута α, є ще котангенс кута α. Позначається:

ctg α. Це відношення cos α до sin α, тобто ctg α = α
α

 sin

 cos
. ctg 0° і ctg 180° не

існують, бо sin 0° = 0 і sin 180° = 0, а на нуль ділити не можна.

Вживаються спеціальні назви і позначення для величин, обернених до синуса і

косинуса.

Косекансом  називають величину, обернену до синуса: cosec α =
 α

1

sin
,

а секансом – величину, обернену до косинуса: sec α =
 α

1

cos
.

Зрозуміло, що знаки косеканса і секанса збігаються відповідно зі знаками

синуса і косинуса. cosec 0° і cosec 180° не існують, бо sin 0° = 0, sin 180° = 0.

Так само sec 90° не існує, бо cos 90° = 0.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Доведіть тотожність: sin2 α + cos2 α = 1.

2. Доведіть, що для будь;якого кута α від 0° до 180°  sin (180° – α) = sin α,

cos (180° – α) = – cos α, tg (180° – α) = – tg α.

3. Поясніть, як виразити синус і косинус гострого кута, більшого за 45°, через

косинус і синус кута, меншого від 45°.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

35'. Спростіть:

1) а) sin2 9° + cos2 9°; б) 1 + sin2 α + cos2 α;

в) 1 – sin2 α; г) 1 – cos2 α;

2) а) sin (180° – α); б) cos (180° – α);

в) tg (180° – α); г) cos (180° – α) + cos α;

3) а) sin (90° – α); б) cos (90° – α);

в) cos (90° – α) – sin α; г) sin (90° – α) + cos α.

36°. Спростіть вираз: 1) 1 – sin2 α + cos2 α; 2) 1 + sin2 α – cos2 α;

3) 
− α

α −

2

2

1 cos

sin 1
; 4) (1 + tg2 α) · cos2 α.

37°. Доведіть тотожність:

1) tg α cos α + sin α = 2 sin α; 2) (1 – cos α)(1 + cos α) = sin2 α;

3) (1 – sin2 α)tg2 α = sin2 α; 4) (1 – cos2 α)(1 + tg2 α) = tg2 α.

38°. Виразіть синуси кутів 110°, 125°, 150°, 165°, 176° через синуси гострих кутів.

39°. Виразіть косинуси кутів 105°, 120°, 122°, 145°, 160° через косинуси гострих

кутів.

40°. Обчисліть 3 sin (180° – α) + 2 cos (90° – α), якщо:

1) sin α = 0,6; 2) sin α = 0,4; 3) sin α = 0,2.
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41°. Обчисліть синус, косинус і тангенс кута: 1) 120°; 2) 135°; 3) 150°.

42°. Знайдіть значення виразу:

1) 2sin 30° + 3 cos 150°; 2) tg 45° · tg 120° · tg 150°;

3) 2cos 120° + 2 sin 150°; 4) tg 135° · sin 135° · cos 135°.

43°. Спростіть вираз:

1) 3sin (180° – α) – 2sin (180° – α); 2) tg (180° – α) · sin (90° – α);

3) sin (180° – α) + cos (90° – α); 4) sin (90° – α) + cos (180° – α).

44°. Доведіть тотожність:

1) cos (90° – α) · sin (180° – α) = sin2 α;

2) cos (180° – α) · sin (90° – α) = – cos2 α;

3) 
( )
( )α−°

α−°
180cos

90cos
= – tg α; 4) 

( )
( ) α⋅α−°

α⋅α−°
sin90sin

cos90cos
=1.

45. При якому значенні ααααα тотожність tg ααααα =
α
α
 

 

cos

sin
 не справджується?

Поясніть відповідь.

46. Спростіть вираз:

1) 1 – sin α · cos α · tg α; 2) (1 + sin α)tg2 α · (1 – sin α);

3)  sin α – sin α · cos2 α; 4) tg2 α – sin2 α · tg2 α;

5) 2 – sin2 α – cos2 α; 6) tg2 α · (2cos2 α + sin2 α – 1).

47. Доведіть тотожність:

1) (1 + tg2 α) cos4 α + sin2 α = 1;

2) cos2 α + tg2 α · cos2 α = 1;

3) (sin2 α + tg2 α + cos2 α) · cos2 α = 1;

4) (cos α – sin α) · (cos α + sin α) = 1 – 2 sin2 α.

48. Чи існує кут α, для якого:

1) sin α =
3

4
 і cos α =

1

4
; 2) sin α = 

1

2
 і cos α = 

3

2
;

3) sin α =
3

5
 і cos α =

4

5
?

49. Обчисліть α
α

tg

cos
+ sin α, якщо: 1) sin α = 0,5; 2) sin α = 0,1; 3) sin α = 0,2.

50. Знайдіть cos ααααα і tg ααααα, якщо:

1) sin ααααα = 
5

3
 і 0° < ααααα < 90°; 2) sin ααααα = 

13

12
 і 90° < ααααα < 180°;

3) sin ααααα = 0,8 і 0° < ααααα < 90°.

51. Знайдіть sin ααααα і tg ααααα, якщо:

1) cos ααααα = –
13

5
; 2) cos ααααα = 

17

15
; 3) cos ααααα = – 0,6.

52. Знайдіть sin α і cos α, якщо: 1) tg α = 
4

3
; 2) tg α = 2,4; 3) tg α = 

60

11
.
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53. Спростіть вираз:

1) 
( ) 2

2

2cos 90 2sin

1 sin

° − α − α
− α

; 2) 
( ) ( )2

2sin 180 2cos 90 cos

sin cos

° − α + ° − α ⋅ α
α + α

;

3) 
( ) ( ) ( )2

sin 90 sin 180 cos 90

cos sin

°− α − ° − α °− α
α − α

;    4)
( )

( ) ( )
cos 180 tg

sin 90 tg 180

° − α ⋅ α
° − α ⋅ ° − α .

54. Доведіть тотожність:

1) 
( ) ( )sin 90 sin 90

2 tg
1 sin 1 sin

° − α ° − α
− = α

− α + α
; 2) 

( )
( )

2
1 cos 90

tg 1
sin 180 cos

− ° − α
⋅ α =

° − α α ;

3) 
( ) ( )

⎛ ⎞
− ⋅ − α⎜ ⎟⎜ ⎟− α⎝ ⎠

2

2

1
1 tg 180° =1

cos 90°
; 4) ( ) 1180tg

sin

1sin 2

2

2

−=α−°⋅
α
−α

.

55*. Спростіть вираз:

1) 
α+α

−α
cossin

1cos2
2

; 2) α+
α

α−α 2

2

44

tg
cos

sincos
;

3) 
( )

( ) ( )22

2

tg1tg1

1cossin

α−−α+
−α+α

; 4) 
αα

α−α−
22

44

sincos

cossin1
.

56*. Обчисліть 
α−α
α+α

cossin

cossin
, якщо: 1) tg α = 3; 2) tg α = 2; 3) tg α = 0.

57*. Обчисліть 2 2

sin cos

sin cos

α α
α − α

, якщо: 1) tg α = 0; 2) tg α = 2; 3) tg α = 
5

2
.

58*. Знайдіть sin α · cos α, якщо sin α + cos α = m.

59*. Спростіть вираз:

1) sin4 α + cos4 α + 2sin2 (180° – α)sin2 (90° – α);

2) sin2 α · sin2 (90° – α) – sin2 α + sin4 α;

3) cos2 α · cos2 (90° – α) – cos2 α + cos4 α.  

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

60. Дві прямі дороги перетинаються під кутом 47°. На одній із цих доріг на

відстані 6,5 км від перехрестя знаходиться автобусна зупинка. Потрібно

прокласти найкоротший шлях від цієї зупинки до другої дороги. Знайдіть

довжину цього шляху.

61. Пасажирський літак, який перебуває над

пунктом A на висоті 400 м, почав посад;

ку на злітну смугу аеродрому (мал. 14).

Знайдіть кут α приземлення літака, якщо

аеродром знаходиться на відстані 1,2 км

від пункту A.

Мал. 14
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ТЕОРЕМА
СИНУСІВ

Ви вже знаєте співвідношення між сторонами і кутами прямокутного
трикутника. Тепер ознайомимось із співвідношенням між сторонами і
кутами довільного трикутника.

Позначатимемо сторони трикутника через a, b, c, а протилежні їм
кути – через α, β, γ або �A, �B, �C.

Теорема синусів. Сторони трикутника
пропорційні синусам протилежних кутів.

Д а н о : �ABC, BC = a, AC = b, AB = c.

Д о в е с т и :
A

a

sin
=

B

b

sin
=

C

c

sin
.

Д о в е д е н н я .  Опишемо коло радіуса R навколо даного трикутника ABC

(мал. 15). Через одну з вершин трикутника, наприклад A, проведемо діа;

метр AC
1
 описаного кола. Трикутник ABC

1
 – прямокутний (�B – прямий  як

вписаний, що спирається на діаметр), тому c = 2R · sin C
1 
або 

1sinC

c
= 2R.

Якщо кут C – гострий (мал. 15), то �C = �C
1
 (як вписані кути, що спирають;

ся на одну дугу кола), і sin C
1
 = sin C.

Якщо ж кут C – тупий (мал. 16), то кут C
1
 – гострий, оскільки �C + �C

1
 = 180°.

Звідси �C
1
 = 180° – �C.  Отже, sin C

1 
= sin (180° – C ) = sin C.

В обох випадках маємо, що 
C

c

sin
= 2R. (1)

Якщо кут C – прямий (мал. 17), то c = 2R, sin C = sin 90° = 1 і рівність (1)

також має місце.

Аналогічні рівності знайдемо для кутів A  і B  трикутника.

Отже, для будь;якого трикутника ABC :

A

a

sin
= 2R,

B

b

sin
= 2R,

C

c

sin
= 2R, звідки 

A

a

sin
=

B

b

sin
=

C

c

sin
.

§3.§3.

Мал. 15 Мал. 16 Мал. 17
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Наслідок 1. У будь�якому трикутнику відношення сторони до синуса
протилежного кута дорівнює діаметру кола, описаного навколо цього три�

кутника: 
A

a
sin

=
sin

b

B
=

sin

c

C
= 2R.

Чи можна знайти сторону трикутника за радіусом R описаного кола і
кутом, що лежить проти цієї сторони? Так. За наслідком 1 з теореми си�

нусів, A
a

sin = 2R. Звідси a = 2R sin A. Так само b = 2R sin B, c = 2R sin C.

Наслідок 2. У трикутнику проти більшої сторони лежить більший кут,
проти більшого кута лежить більша сторона.

(Спробуйте довести самостійно, розглянувши гострокутний і тупокут�
ний трикутники.)

З а д а ч а 1.  У трикутнику дано сторону a = 6 і прилеглі до неї кути:

�B = 80°, �C = 30°. Знайдіть сторону b.

Р о з в’я з а н н я .  �A = 180° – (30° + 80°) = 70°.

За теоремою синусів, 
A

a

sin
=

B

b

sin
.

Звідси 
⋅ ⋅≈ ≈sin 6 sin80° 6 0,9848

sin sin70° 0,9397
= = 6,3

a B

A
b .

З а д а ч а 2.  У трикутнику дано дві сторони: a = 8, b = 4 і �A = 48°, що

лежить проти сторони a . Знайдіть �B.

Р о з в’я з а н н я .  За теоремою синусів, 
A

a

sin
=

B

b

sin
.

Звідси ≈ ≈sin 4sin48° 0,7431

8 2
sin = = 0,3716

b A

a
B .

Цьому значенню синуса відповідають два кути: 22° і 180° – 22° = 158°.

Оскільки a > b, то, за наслідком 2, �A > �B.

Оскільки �A – гострий,

то �B – гострий: �B � 22°.

Теорема синусів дає можливість за стороною і прилеглими до неї ку�
тами (задача 1) або за двома сторонами і кутом, протилежним одній з
них (задача 2), знаходити інші сторони і кути трикутника.

?
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Мал. 18

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

Розв’яжемо задачу.

З а д а ч а .  Доведіть, що бісектриса кута трикут;

ника ділить протилежну сторону на відрізки, про;

порційні до прилеглих сторін.

Р о з в’я з а н н я .  Нехай AD – бісектриса �ABC

(мал. 18). Позначимо � CAD = � BAD = α,

�ADB = β, тоді �ADC = 180° – β. Застосуємо тео;

рему синусів до трикутників ABD  і ACD:

β
=

α sinsin

ABBD
, (1)

( )β−°
=

α 180sinsin

ACCD
 .

Оскільки sin (180° – β) = sin β, то

α βsin sin
=

CD AC
 . (2)

Поділимо почленно рівність (1) на рівність (2), дістанемо:

AC

AB

CD

BD = ,  що й треба було довести.

Поміркуємо. Розв’язуючи задачу, ми ввели допоміжні кути α і β, яких не дано в

умові. Використавши теорему синусів, склали рівності (1) і (2). Потім, почленно

поділивши ці рівності, позбулися синусів допоміжних кутів α і β і дістали шукану

пропорцію. Такий спосіб розв’язування інколи називають способом введення

допоміжного кута.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Сформулюйте і доведіть теорему синусів.

2. Як знайти сторону трикутника за радіусом описаного кола і кутом, що ле;

жить проти цієї сторони?

3. Сформулюйте співвідношення між градусними мірами кутів трикутника та

довжинами протилежних сторін.

4. Сформулюйте дві задачі, які можна розв’язати за теоремою синусів.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

62'. Який із записів правильний:

1) 
C

c

A

b

B

a

sinsinsin
== ; 2) 

C

c

B

b

A

a

∠
=

∠
=

∠
; 3) 

C

c

B

b

A

a

sinsinsin
== ?
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63'. За даними на малюнку 19:

1) запишіть відношення заданої сторони до синуса протилежного кута;

2) знайдіть значення цього відношення.

64'. За даними на малюнку 20:

1) запишіть відношення кожної сторони трикутника до синуса протилежно;

го кута;

2) знайдіть значення синусів цих кутів;

3) обчисліть кожне з відношень сторони трикутника до значення синуса про;

тилежного кута і зробіть висновок.

65'. Яка зі сторін трикутника ABC (мал. 21) найбільша, а яка – найменша?

66'. Який з кутів трикутника ABC (мал. 22) найбільший, а який – найменший?

67°. За даними на малюнках обчисліть:

1) сторону a трикутника (мал. 23); 2) кут α трикутника (мал. 24).

68°. Знайдіть сторону AC трикутника ABC, якщо:

1) c = 4 см, �B = 45°, �C = 30°;

2) a = 6 см, �A = 60°, �B = 45°;

3) c = 4 см, �A = 65°, �B = 75°.

69°. Знайдіть кут A трикутника ABC, якщо:

1) a = 2 см, b = 4 см, �B = 60°;

2) c = 8 см, a = 5 см, �C = 30°;

3) b = 6 см, a = 4 см, �B = 45°.

70°. Який з кутів трикутника ABC найбільший, а який – найменший, якщо:

1) a = 6 см, b = 8 см, c = 7 см;

2) a = b = c;

3) a > b > c ?

Мал. 19 Мал. 20 Мал. 21

Мал. 22 Мал. 23 Мал. 24
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71°. Яка зі сторін трикутника ABC найменша, а яка – найбільша, якщо:

1) ����� A = 50°, ����� B = 20°;

2) ����� B = 40°, ����� C = 85°;

3) ����� A = 105°, ����� C = 32°?

72°. Порівняйте катети AC і BC прямокутного трикутника ABC, якщо:

1) �A = 46°; 2)  �B = 51°; 3) �A = 65°.

73°. Дві сторони трикутника дорівнюють 7 см і 9 см. Чи може кут, протилежний

стороні 7 см, бути: 1) тупим; 2) гострим; 3) прямим?

74°. Сторони трикутника дорівнюють 4 см, 5 см, 6 см. Чи може кут, протилежний

стороні 4 см, бути: 1) більшим за 60°; 2) рівним 60°; 3) меншим від 60°?

75°. BC – найменша сторона трикутника ABC. Чи може кут A дорівнювати:

1) 61°; 2) 60°; 3) 59°?

76°. Знайдіть радіус кола, описаного навколо трикутника, якщо проти стоS

рони 3 см лежить кут: 1) 120°;  2) 30°;  3) 135°.

77°. Радіус кола, описаного навколо трикутника, дорівнює 8 см. Знайдіть сторо;

ну, яка лежить проти кута: 1) 150°; 2) 45°; 3) 60°.

78. Кути трикутника відносяться, як 1 : 2 : 3. Як відносяться його сторони?

79. У трикутнику ABC a = 12 см, b = 5 см. Чи може sin B дорівнювати:

1) 0,25; 2) 0,5; 3) 0,75?

80. Знайдіть сторони a і c трикутника ABC, якщо:

1) b = 5 см, �A = 45°, �B = 30°; 2) b = 1 см, �A = 100°, �C = 50°.

81. Сторона трикутника дорівнює a, а прилеглі до неї кути – βββββ і γγγγγ. Знайдіть

дві інші сторони трикутника.

82. Знайдіть кути B  і C трикутника ABC, якщо:

1) c = 20 см, a = 40 см, �A = 30°; 2) c = 30 см, a = 40 см, �A = 45°.

83. У паралелограмі ABCD AD = 8 см, BD = 4 см, �A = 22°.

Знайдіть: 1) �BDC ; 2) �DBC.

84. Діагональ d паралелограма ділить його кут на два кути ααααα і βββββ. Знайдіть

сторони паралелограма.

85. Обчисліть сторони трикутника ABC, якщо �A = 45°, �C = 30°, а висота AD

дорівнює 3 см.

86. Знайдіть сторони b і c трикутника ABC, якщо:

1) a = 8 см, �A : �B : �C = 4 : 2 : 3;

2) a = 6 см, �A : �B : �C = 3 : 5 : 4.

87. Основа рівнобедреного трикутника дорівнює a, а кут при основі – α.

Знайдіть довжину бісектриси кута при основі, якщо:

1) a = 6 см, α =  30°; 2) a = 7 см, α =  20°.

88. У трикутнику ABC �A = 45°, �C = 30°. Знайдіть сторони a і c, якщо:

1) a – c = 5; 2) a + c = 4.
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89. Що більше, основа чи бічна сторона рівнобедреного трикутника, якщо:

1) один з його кутів – тупий;

2) прилеглий до основи кут менший від 60°;

3) прилеглий до основи кут більший за 60°?

90. У паралелограмі ABCD діагональ BD утворює зі стороною AB більший кут,

ніж зі стороною BC. Доведіть, що BC > AB.

91. У трикутнику ABC медіана BM утворює зі стороною AB більший кут, ніж зі

стороною BC. Доведіть, що BC > AB.

92. У прямокутному трикутнику ABC з вершини прямого кута C проведено ме;

діану CM. �ACM > 45°. Який катет більший: AC чи BC ?

93. Основа рівнобедреного трикутника дорівнює a, а бічна сторона – b. Знайдіть

радіус R кола, описаного навколо трикутника, якщо: 1) a = 24 см, b = 13 см;

2) a = 12 см, b = 10 см.

94. Діагональ трапеції, вписаної в коло, дорівнює 4 см. Знайдіть радіус кола,

якщо один з кутів трапеції дорівнює: 1) 135°; 2) 30°; 3) 120°.

95*. У рівнобічній трапеції менша основа дорівнює бічній стороні, більша основа

дорівнює 10 см, а кут при основі – 70°. Знайдіть периметр трапеції.

96*. Знайдіть площу трапеції, якщо її основи дорівнюють a і b (a > b), а прилеглі

до основи a  кути – α і β.

97*. Доведіть, скориставшись теоремою синусів, що бісектриса кута триS

кутника ділить протилежну сторону на відрізки, пропорційні до приS

леглих сторін.

98*. Доведіть, що медіана трикутника ділить кут при вершині на частини, синуси

яких пропорційні до синусів відповідних кутів при основі.

99*. Доведіть, скориставшись теоремою синусів, що медіани AA
1
, BB

1
 і CC

1

трикутника ABC діляться точкою O їх перетину у відношенні 2 : 1, поS

чинаючи від вершини.

100*. Через точку K хорди AB кола проведено пряму, яка перетинає в точках C і

D дотичні до кола, що проходять через точки A і B (мал. 25). Доведіть, що

AC · KD = BD · KC.

101*. У трапеції ABCD з основами AB і CD кут A

більший за кут B. Доведіть, що коли AB > CD,

то BC > AD.

102*. Діагоналі трапеції ABCD (AB || CD) перетина;

ються в точці O. Доведіть, що коли AC > BD, то

AO > BO і CO > DO.

103*. Основа рівнобедреного трикутника дорівнює

a, а кут при вершині – α. Знайдіть радіус кола,

яке проходить через центр вписаного в цей три;

кутник кола і кінці основи.
Мал. 25
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104*. Основи рівнобічної трапеції дорівнюють 1 см і 3 см, а бічна сторона дорів;

нює 2 см. Знайдіть радіус кола, описаного навколо трапеції.

105*. Точка D лежить на стороні AC трикутника ABC. Доведіть, що відношення

радіусів кіл, описаних навколо трикутників ABD і DBC, не залежить від вибо;

ру точки D.

106*. O – точка перетину діагоналей описаного чотирикутника ABCD. Доведіть,

що сума радіусів кіл, описаних навколо трикутників AOB  і COD, дорівнює

сумі радіусів кіл, описаних навколо трикутників BOC  і AOD.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

107. Знайдіть відстань від точки A до недоступної точки B, якщо AC = 50 м,

�CAB = 80° і �ACB = 72° (мал. 26).

ТЕОРЕМА
КОСИНУСІВ

Ознайомимося ще з одним співвідношенням між сторонами і кутами
довільного трикутника.

Теорема косинусів.
Квадрат сторони трикутника дорівнює сумі квадратів
двох інших його сторін без подвоєного добутку
цих сторін на косинус кута між ними.

Д а н о :  �ABC, AB = c, AC = b, BC = a.

Д о в е с т и :  a 2 = b 2 + c 2 – 2bc · cos A.

Д о в е д е н н я .  Кут A  �ABC може бути гострим, тупим або прямим. Розгля;

немо ці випадки.

§4.§4.
Мал. 26
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1. Кут A гострий. Проведемо висоту CD до сторони AB (мал. 27) або до її

продовження (мал. 28). Нехай a
c
 і b

c
– проекції сторін BC і AC на пряму AB,

h
c

– висота CD.  З прямокутного �BCD :  a2 = h
c

2 + a
c

2.      (1)

Знайдемо h
c

2 і a
c

2. З прямокутного �ACD : h
c

2 = b2 – b
c

2.

Далі, a
c
 = c – b

c
 (мал. 27) або a

c
 = b

c
 – c (мал. 28).

У кожному з цих випадків a
c

2 = (c – b
c
)2 = c2 – 2сb

c
+ b

c

2.

Підставивши вирази для h
c

2 і a
c

2 у рівність (1), матимемо:

a2 = b2 – b
c

2 + c2 – 2сb
c
 + b

c

2 = b2 – 2сb
c
 + c2.

З прямокутного �ACD : b
c
 = b cos A.   Отже, a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A.

2. Кут A тупий (мал. 29). Так само, як і у першому випадку, проводимо висо;

ту CD і з прямокутного �BCD знаходимо: a2 = h
c

2 + a
c

2. (1)

Потім знаходимо h
c

2 і a
c

2. h
c

2 = b2 – b
c

2 (з прямокутного �ACD),

a
c

2 = (c + b
c
)2 = c2 + 2сb

c
 + b

c

2. Підставивши вирази для h
c

2 і a
c

2 у рівність

(1), дістанемо: a2 = b2 – b
c

2 + c2 + 2сb
c
 + b

c

2 = b2 + 2сb
c
 + c2.

З прямокутного �ACD : b
c
 = b cos (180° – �A) = – b cos A.

Тоді a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A.

3. Кут A прямий.

У цьому випадку cos A = cos 90° = 0. За теоремою Піфагора, дістанемо:

a 2 = b2 + c 2. Тоді a 2 = b2 + c 2 – 2bc · 0 = b2 + c 2 – 2bc · cos A.

З а д а ч а 1.

У трикутнику дано дві сторони: a = 5, b = 8 і �C = 60° між ними.

Знайдіть сторону c.

Р о з в’я з а н н я .  За теоремою косинусів:

c2 = a2 + b2 – 2ab · cos C = 25 + 64 – 2 · 5 · 8 · 0,5 = 49, c = 49  = 7.

З а д а ч а  2.

Дано три сторони трикутника: a = 5, b = 6, c = 7. Знайдіть �A.

Р о з в’я з а н н я .  З рівності a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A  знаходимо:

cos A = 
+ −2 2 2

2

b c a

bc
= 

+ −
⋅ ⋅

36 49 25

2 6 7
� 0,7143.

Звідки �A � 44°25'.

Мал. 29Мал. 28Мал. 27
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Так само можна обчислити � B і � C.

За теоремою косинусів можна знайти:
1) сторону трикутника за двома його сторонами і кутом між ними
(задача 1);
2) кути трикутника за трьома його сторонами (задача 2).

Чи можна визначити вид трикутника (гострокутний, прямокутний чи
тупокутний), знаючи лише його сторони? Поміркуємо.

Якщо �A – гострий, то cos A > 0 і a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A < b2 + c2.
Якщо �A – прямий, то cos A = cos 90° = 0 і a2 = b2 + c2.
Якщо �A – тупий, то cos A < 0 і a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A > b2 + c2.

Отже, кут трикутника гострий, прямий або тупий залежно від того,
чи буде квадрат протилежної сторони меншим, дорівнювати або більшим
за суму квадратів двох інших сторін.

Наприклад, сторони трикутника дорівнюють 2 см, 3 см, 4 см. Прямий
або тупий кут може лежати проти більшої сторони. Тому визначимо вид
кута, що лежить проти сторони 4 см. 42 > 22 + 32. Отже, цей кут тупий, а
трикутник – тупокутний.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Поміркуємо над рівністю a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A.

b cos A дорівнює за модулем проекції b
c
 сторони AC на сторону AB (мал. 27) або

її продовження (мал. 28). Знак b cos A залежить від кута A : якщо кут A гострий,

то беремо «+», якщо тупий, то «–». Звідси маємо наслідок: квадрат сторони

трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших сторін «±» подвоєний добуток

однієї з них на проекцію другої. Знак «+» беремо тоді, коли протилежний кут

тупий, а знак «–», коли гострий.

2. Теорему косинусів називають іноді узагальненою теоремою Піфагора. Така

назва пояснюється тим, що теорема Піфагора є окремим випадком теореми ко;

синусів. Справді, якщо в трикутнику �A – прямий, то cos A = cos 90° = 0 і з

рівності a2 = b2 + c2 – 2bc · cos A дістанемо: a2 = b2 + c2.

 ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Сформулюйте і доведіть теорему косинусів.

2. Сформулюйте дві задачі, які можна розв’язати за теоремою косинусів.

3. Як визначити вид трикутника (гострокутний, прямокутний чи тупокутний) за

даними його сторонами?

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

108'. Який із записів правильний:

1) a2 = b2 + c2 – 2bc · cos B; 2) b2 = a2 + c2 + 2ac · cos B ;

3) c2 = a2 + b2 – 2ab · cos C ?

?
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109'. Запишіть, користуючись теоремою косинусів, квадрат сторони x трикут;

ника (мал. 30).

110'. Знайдіть cos B із рівності b2 = a2 + c2 – 2ac · cos B.

111'. За даними на малюнку 31 обчисліть cos α.

112°. a, b, c – сторони трикутника ABC. За теоремою косинусів запишіть квад;

рат сторони:

1) b, якщо �B = 45°; 2) c, якщо �C = 60°; 3) a, якщо �A = 30°.

113°. За даними на малюнках обчисліть:

1) сторону a трикутника (мал. 32);

2) кут α трикутника (мал. 33).

114°. Знайдіть невідому сторону трикутника ABC, якщо:

1) b = 3 см, c = 4 см, �����A = 60°;

2) a = 4 см, b = 2 2  см, �����C = 45°;

3) a = 8 3  см, c = 10 см, �����B = 30°.

115°. Обчисліть косинуси кутів трикутника ABC, якщо його сторони дорівнюють:

1) a = 8 см, b = 9 см, c = 10 см; 2) a = 3 см, b = 7 см, c = 8 см;

3) a = 4 см, b = 6 см, c = 7 см.

116°. Знайдіть кути трикутника ABC, якщо його сторони дорівнюють:

1) a = 4 см, b = 6 см, c = 3 см; 2) a = 3 см, b = 2 см, c = 4 см;

3) a = 5 см, b = 6 см, c = 7 см.

117°. При яких значеннях кута α квадрат сторони трикутника, що лежить проти

цього кута: 1) менший від суми квадратів двох інших сторін;

2) дорівнює цій сумі; 3) більший за неї?

118°. Не обчислюючи кутів, встановіть вид трикутника (відносно кутів), якщо його

сторони дорівнюють:

1) 11 см, 17 см, 21 см; 2) 8 см, 10 см, 12 см; 3) 0,3 см, 0,5 см, 0,4 см.

119. Знайдіть найбільший кут трикутника ABC, якщо:

1) a = 5 см, b = 3 см, c = 4 см; 2) a = 3 см, b = 4 см, c = 6 см;

3) a = 40 см, b = 13 см, c = 37 см.

120. Обчисліть невідому сторону трикутника ABC, якщо:

1) a = 7 см, b = 10 см, �C = 120°; 2) a = 2 см, c = 3 3  см, �B = 150°;

3) b = 8 см, c = 12 см, �A = 115°.

Мал. 32 Мал. 33Мал. 30 Мал. 31
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121. Доведіть, що у прямокутному трикутнику квадрат гіпотенузи дорівнює сумі

квадратів катетів.

122. На сторонах кута A позначено дві точки M і N. Знайдіть відстань MN, якщо:

1) AM = 17 см, AN = 12 2  см, �A = 45°;

2) AM = 7 3 см, AN = 10 см, �A = 30°.

123. У паралелограма ABCD AB = 6 см, AD = 10 см. Знайдіть діагоналі парале;

лограма, якщо кут A дорівнює: 1) 60°; 2) 48°; 3) 125°.

124. Сторони паралелограма дорівнюють a і b, а один з кутів – ααααα. Знайдіть

діагоналі паралелограма.

125. Катети прямокутного трикутника ABC дорівнюють: AC = 4 см, BC = 3 см. На

катеті BC побудовано рівносторонній трикутник BCD. Знайдіть відстань AD.

(Розгляньте два випадки.)

126. Дві сторони трикутника дорівнюють 8 см і 15 см, а кут між ними 120°. Знайдіть

медіану, проведену до третьої сторони трикутника.

127. Знайдіть невідому сторону трикутника ABC, якщо:

1) a = 5 см, b = 7 см, sin C = 0,8; 2) b = 4 см, c = 10 см, sin A = 0,6.

Скільки розв’язків має задача?

128. Користуючись формулою a2 = b2 + c2 – 2bc · cos α, дослідіть, як змінюється

сторона a  із зростанням кута α від 0° до 180° (при сталих значеннях b  і c).

129. a, b, c – сторони трикутника ABC. Доведіть:

1) якщо a2 < b2 + c2, то �A  гострий; 2) якщо a2 > b2 + c2, то �A тупий.

130. Доведіть, що сума квадратів діагоналей паралелограма дорівнює сумі

квадратів його сторін.

131. Знайдіть діагоналі паралелограма, якщо вони відносяться, як 3 : 5, а сторо;

ни дорівнюють 13 см і 16 см.

132. Знайдіть сторони паралелограма, якщо вони відносяться, як 1 : 2, а діаго;

налі дорівнюють 9 см і 13 см.

133. Одна зі сторін паралелограма на 1 см довша за другу, а його діагоналі

дорівнюють 7 см і 11 см. Знайдіть сторони паралелограма.

134. Основи трапеції дорівнюють 6 см і 11 см. Одна з бічних сторін дорівнює

8 см і утворює з основою кут 60°. Знайдіть діагоналі трапеції.

135*. Сторона трикутника дорівнює 26 см, а медіани, проведені до двох інших

сторін, дорівнюють 15 см і 30 см. Знайдіть третю медіану.

136*. Доведіть, що медіана трикутника 
222

22
2

1
aa −+= cbm .

137*. Бісектриса кута паралелограма ділить його сторону на відрізки по 5 см.

Знайдіть довжину діагоналі, якщо друга діагональ дорівнює 9 см.

138*. До даного кола радіуса R дотикаються два рівні менші кола радіуса r –

одне зсередини, друге зовні. Дуга між точками дотику містить 60°.

Знайдіть відстань між центрами менших кіл.
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Мал. 35

Мал. 36

139*. У колі з центром O хорда AB паралельна діаметру

CD (мал. 34). На діаметрі або його продовженні

позначено довільну точку M. Доведіть, що сума

AM 2 + BM 2 не залежить від положення хорди при

заданому положенні точки M.

140*. Для сторін трикутника виконується рівність

( )
1

22

=−−
bc

cba
.

Доведіть, що один з кутів трикутника дорівнює 60°.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

141. Футбольний м’яч знаходиться в точці A футбольного поля на відстані 4,5 м

і 9,4 м від основ B і C стійок воріт (мал. 35). Футболіст направляє м’яч у

ворота. Знайдіть кут α влучення м’яча у ворота, якщо ширина воріт 7 м.

Мал. 34

142*. На будівництві залізниці потрібно на ділянці AB прокласти тунель (мал. 36).

За даними на малюнку поясніть, як знайти довжину і напрям тунелю.

Обчисліть довжину тунелю.
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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
ТРИКУТНИКІВ

У 8 класі ви розв’язували задачі на обчислення елементів прямокут�
ного трикутника. Ці задачі є окремим випадком задач, які прийнято на�
зивати задачами на розв’язування трикутників.

Розв’язати трикутник означає – знайти невідомі сторони і кути три�
кутника за відомими його сторонами і кутами.

Можливі такі види задач, у яких вимагається розв’язати трикутник:
1) за двома сторонами і кутом між ними; 2) за стороною і прилеглими до
неї кутами; 3) за трьома сторонами; 4) за двома сторонами і кутом, при�
леглим до однієї з них.

З а д а ч а 1. Дано: b = 93, с = 65, �А = 42°.

Знайти:  а, �В, �С.

Р о з в’я з а н н я .   1) За теоремою косинусів:

a 2 = 932 + 652 – 2 · 93 · 65 · cos 42° = 8649 + 4225 – 12090 · 0,7431 � 3890,

a � 3890 � 62,4.

2) Застосовуючи теорему косинусів, дістанемо:

− ≈ ≈ −
⋅ ⋅

2 2 2
+ 3890+4225;8649

cos = 0,0658.
2 2 62,4 65

a c b
B

ac

Отже, �В – тупий.

Знайдемо гострий кут В
1
, косинус якого дорівнює 0,0658. �В

1
� 86°13'.

Тоді �В = 180° – �В
1 
= 180° – 86°13' � 93°47'.

3) �С = 180° – �А – �В = 180° – 42° – 93°47' � 44°13'.

З а д а ч а 2. Д а н о :  с = 40, �А = 28°, �В = 31°.

Знайти:  а, b, �С.

Р о з в’я з а н н я . 1) �С = 180° – 28° – 31° = 121°.

2) Із рівності 
sin sin

=
a b

A B
 знаходимо сторону b :

40 sin31° 40 0,5150

sin28° 0,4695

sin
= = 43,9.

sin

a B
b

A

⋅ ⋅≈ ≈

3) Із рівності 
sin sin

=
a c

A C
 знаходимо сторону с :

sin 40 sin121 40 0,8572

sin sin28 0,4695

°
= = 73

°

a C

A
c

⋅ ⋅≈ ≈ .

§5.§5.
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З а д а ч а 3. Д а н о :  а = 18, b = 24, с = 13.

Знайти:  �А, �В, �С.

Р о з в’я з а н н я .   1) Знаходимо за теоремою косинусів кут А :

− −
⋅ ⋅

′≈ ∠ ≈
2 2 2

+ 576+169 324 421

2 2 24 13 624
cos = = = 0,6747, 47°34

b c a

bc
A A .

2) За теоремою косинусів: .1330,0
13242

576169324

2
cos

222

−≈
⋅⋅

−+=−+=
ac

bca
B

Знайдемо гострий кут В
1
, косинус якого дорівнює 0,1330.

�В
1 
� 82°21'. Тоді �В = 180° – �В

1 
= 180° – 82°21' � 97°39'.

3) �С = 180° – �А – �В = 180° – 47°34' – 97°39' � 34°47'.

З а д а ч а 4. Д а н о :  а = 70, b = 65, �А = 40°.

Знайти:  c, �В, �С.

Р о з в’я з а н н я .   1) За теоремою синусів:

sin 65 sin40 65 0,6428
sin 0,5969.

70 70

b A
B

a

⋅ ⋅= = ≈ ≈

Цьому значенню синуса відповідають два кути: 36°39' і 143°21'.

Оскільки а > b, то �А > �В. Оскільки �A – гострий, то �В – гострий:

�В � 36°39'.

2) �С = 180° – 36°39' – 40° � 103°21'.

3) 
sin 70 sin103 21 70 0,9730

105,9.
sin 0,6428sin40

a C
c

A

′⋅ ⋅= = = ≈

Розв’язування прикладних задач ґрунтується на розв’язуванні три�
кутників. Розглянемо види прикладних задач.

1. Задачі на знаходження висоти предмета, основа якого недоступна.

З а д а ч а .  Знайдіть висоту вежі, яка

відокремлена від вас річкою (мал. 37).

Р о з в’я з а н н я .  На горизонтальній

прямій, яка проходить через основу

вежі, позначимо дві точки А
1
 і С

1
. Ви;

мірюємо А
1
С

1 
= b, �DAB = α і

�DCB = β. За теоремою синусів, з

трикутника АВС дістанемо:

sin

sin

AC
AB

B

⋅ β= .

З прямокутного трикутника ABD :

BD = AB · sin α. Мал. 37
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Отже, 
sin sin

sin( )

b
BD

⋅ α ⋅ β=
α − β

.

Додавши до BD висоту приладу АА
1
= DK = h, яким вимірювали кути, дістане;

мо формулу для обчислення висоти вежі:

ВK = ВD + DK = 
sin sin

sin( )

b
h

⋅ α ⋅ β +
α − β

.

Нехай результати вимірювання такі: b = 12 м, h = 1,5 м, α = 42°, β = 37°.

Тоді 
12 sin42 sin37 12 0,6691 0,6018

1,5 1,5 56,9
0,0872sin5

BK
⋅ ⋅ ⋅ ⋅= + ≈ + ≈  (м).

2. Задачі на знаходження відстані до недоступного пункту.

З а д а ч а .  Знайдіть відстань від пункту А до недоступного пункту В (мал. 38).

Р о з в’я з а н н я .  Обираємо на місцевості таку точку С, щоб з неї було вид;

но пункт В і можна було виміряти відстань АС.

Вимірюємо АС = b, �ВАС = α,  ВСА = γ. Знаходимо �В = 180° – α – γ.

За теоремою синусів:  
sin sin

sin( )sin(180 ( ))

b b
AB

⋅ γ γ= =
α + γ− α + γ

.

Нехай результати вимірювання такі: b = 90 м, α = 46°, γ = 25°.

Тоді 2,40
9455,0

4226,090

71sin

25sin90 ≈⋅≈⋅=AB  (м).

3. Задачі на знаходження відстані між двома доступними пунктами
(якщо безпосереднє вимірювання неможливе).

З а д а ч а .  Знайдіть відстань між пунктами В  і С, розділеними ставком

(мал. 39).

Р о з в’я з а н н я .  Обираємо на місцевості точку А  так, щоб можна було

виміряти відстані АВ  і АС. Вимірюємо АВ = с, АС = b і  �ВАС = α.

За теоремою косинусів: 2 2
2 cosBC b c bc= + − α .

Нехай результати вимірювання такі: b = 88 м, с = 90 м, α = 28°.

Тоді 1,4328cos908829088
22 ≈⋅⋅⋅−+=BC  (м).

Мал. 38 Мал. 39
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Алгоритми розв’язування трикутників наведено в таблиці 4.

Мал. 40

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

Поміркуємо над задачею четвертого виду.

Д а н о :  а, b, �А.

З н а й т и :  с, �В, �С.

Пригадаємо побудову трикутника за цими даними.

Відкладаємо на стороні � А відрізок АС = b

(мал. 40), а потім з точки С як з центра опи;

суємо коло радіуса а.

Можливі такі випадки.

1) Коло не перетинає сторону АВ кута А.

Задача розв’язку не має.

Т а б л и ц я  4

Умова задачі Алгоритм розв’язування

Дано: АС = b, ВС = а,

�С = γ.

Знайти: АВ, �А, �В.

Дано: ВС = а, �В = β,

�С = γ.

Знайти: АС, АВ, �А.

Дано: ВС = а, АС = b,

АВ = с.

Знайти: �А, �В, �С.

Дано: ВС = а, АС = b,

�А = α.

Знайти: АВ, �В, �С.

1) − γ2 2
+ 2 cosa b ab ,

2) 
bc

acb
A

2
cos

222 −+= ,

3) � В = 180° – � А

1) � А = 180° – β – γ,

2) AC =
sin

sin

a  

 A

β
,

3) AB =
sin

sin

a  

 A

⋅ γ
.

1) 
bc

acb
A

2
cos

222 −+= ,

2) 
ac

bca
B

2
cos

222 −+= ,

3) � С = 180° – � А – � В.

1) sin B = 
sinb  

a

α
,

2) � С = 180° – α – � В,

3) AB = 
αsin

sin  Ca
.
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2) Коло дотикається до сторони АВ у точці D.

Задача має один розв’язок – прямокутний �АСD.

3) Коло перетинає сторону АВ у двох точках В
1
 і В

2
.

Задача має два розв’язки – �АВ
1
С і �АВ

2
С.

4) Коло перетинає сторону АВ у точці В
3
 і проходить через вершину А кута.

Задача має один розв’язок – рівнобедрений �АВ
3
С.

5) Коло перетинає сторону АВ  у точці В
4
.

Задача має один розв’язок – �АВ
4
С.

Виникає запитання: Чи не можна лише на основі числових даних задачі,

не виконуючи вказаних побудов, визначити, скільки розв’язків вона має?

Помічаємо, що при �А < 90° із прямокутного �АСD (мал. 40) СD = b sin A.

Тоді випадки 1) – 5) запишемо так:

1) а < СD, тобто а < b sin A.

Задача розв’язку не має, оскільки 1
sin

sin >=∠
a

Ab
B .

2) а = b sin A. 1
sin

sin ==∠
a

Ab
B  і �В = 90°.

Задача має один розв’язок.

3) b sin A < a < b.

Задача має два розв’язки, оскільки �В може бути як гострим, так і тупим.

4) а = b.

Задача має один розв’язок. �А = �В  як кути рівнобедреного трикутника.

5) а > b.

�В – гострий, оскільки він лежить проти меншої сторони трикутника.

Задача має один розв’язок.

Якщо ж �А > 90°, то матимемо випадок 5), оскільки проти тупого кута зав;

жди лежить більша сторона.

Розглянемо приклад.

Д а н о :  а = 71, b = 96, �А = 26°.

З н а й т и :  с, �В, �С.

Знайдемо: b sin A = 96 sin 26° � 96 · 0,4384 � 42,09 < 71.

Отже, b sin A < a < b і задача має два розв’язки.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Що означає розв’язати трикутник?

2. Які види задач стосуються розв’язування трикутників?

3. Запишіть алгоритми розв’язування кожного з видів цих задач.

4. Назвіть види прикладних задач.
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 РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

143. За даними на малюнках 41 – 43 запишіть формули для обчислення елемен;

та х трикутника.

144'. За даними на малюнках 44, 45 обчисліть невідомі сторони і кути трикутника.

145°. Дано дві сторони трикутника і кут між ними. Знайдіть інші два кути і

третю сторону, якщо:

1) а = 6, с = 8, β = 30°; 2) b = 4, с = 5, α = 60°;

3) а = 3, b = 2, γ = 45°; 4) а = 5, b = 7, γ = 105°;

5) b = 3, с = 4, α = 120°.

146°. Дано сторону і прилеглі до неї кути трикутника. Знайдіть третій кут та

інші дві сторони, якщо:

1) а = 4, β = 30°, γ = 45°; 2) с = 2, α = 45°, β = 60°;

3) а = 7, β = 30°, γ = 48°; 4) b = 10, α = 20°, γ = 110°;

5) c = 5, α = 28°, β = 122°.

147°. Дано три сторони трикутника. Знайдіть його кути, якщо:

1) а = 3, b = 6, с = 5; 2) а = 4, b = 3, с = 6;

3) а = 4, b = 7, с = 5; 4) а = 2, b = 3, с = 4;

5) а = 6, b = 8, с = 7.

148°. У паралелограма діагональ d, сторона а, а кут між ними α. Знайдіть не;

відомі діагональ, сторону і кути паралелограма, якщо:

1) d = 10, а = 6, α = 20°; 2) d = 12, а = 5, α = 35°;

3) d = а = 5, α = 32°.

149. У трикутнику дано дві сторони і кут, що лежить проти однієї зі сторін.

Знайдіть інші два кути і третю сторону трикутника, якщо:

1) а = 12, b = 10, α = 40°; 2) а = 40, с = 30, α = 45°;

3) b = с = 15, γ = 75°; 4) а = 30, с = 20, α = 30°;

5) а = 20, b = 13, β = 65°.

Мал. 41 Мал. 42 Мал. 43

Мал. 44 Мал. 45
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150. а, b, с – сторони, α, β, γ – кути трикутника. Накресліть у зошиті таблицю 5

та заповніть її.

151. Розв’яжіть трикутник, якщо:

1) а – b = 5, �А = 54°, �В = 13°; 2) b + с = 7, �А = 29°, �В = 47°;

3) с – а = 3, �В = 44°, �С = 102°.

152. Обчисліть невідомі сторони і кути трикутника, якщо:

1) а = 7,  b = 23, m
c 
= 9,6; 2) а = 15,  с = 18, m

b 
= 11,3;

3) а = 13,  b = 15, m
c 
= 12,3.

153. Діагоналі паралелограма дорівнюють d
1
 і d

2
, а кут між ними – ααααα.

Знайдіть сторони паралелограма, якщо:

1) d
1 
= 12 см, d

2 
= 6 см, α = 35°; 2) d

1 
= 4 см, d

2 
= 10 см, α = 140°.

154. Знайдіть бісектриси трикутника АВС, якщо:

1) АС = 7, �А = 60°, �С = 40°; 2) ВС = 5, �В = 45°, �С = 70°.

155. Визначте сторони трикутника, якщо середня за довжиною сторона

відрізняється від кожної з двох інших на одиницю, а проекція більшої сто;

рони на середню дорівнює 9 см.

156. У рівнобедреному прямокутному трикутнику АВС гіпотенузу АВ продов;

жено на довжину ВD = BC  і точку D сполучено з С. Знайдіть сторони три;

кутника АDС, якщо катет ВС = а.

157. Площа трикутника АВС дорівнює 16 см2, АС = 5 см, ВС = 8 см. Знайдіть

сторону АВ.

158. У коло радіуса 38 см вписано трикутник, гострі кути якого дорівнюють 49° і

63°. Знайдіть сторони трикутника.

159. У трикутнику АВС ����� А = ααααα, �����В = βββββ, а радіус описаного кола R. Знайдіть

сторони трикутника.

160. Сторона трикутника дорівнює 21 см, а дві інші його сторони утворюють кут

60° і відносяться, як 3 : 8. Знайдіть невідомі сторони і кути трикутника.

161. У трапеції АВСD (ВС || АD) основи дорівнюють 60 см і 18 см, а бічні сторо;

ни – 28 см і 35 см. Обчисліть кути трапеції.

162*. У трикутнику АВС АВ = 2 см, АС = 5 см, ВС = 6 см. Знайдіть відстань від

вершини В до точки перетину висот трикутника.

Таблиця  5

а

b

с

α

β

γ

5

4

8

3

35°

30°

2

4

40°

5

8

20°
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163*. Усередині кута 60° з вершиною А позначено точку М на відстанях а і b від

сторін кута. Знайдіть відстань АМ.

164*. У рівнобедреному трикутнику АВС АВ = АС = b, а �А = 30° (мал. 46). Пря;

ма, що проходить через вершину В і центр О описаного кола, перетинає

сторону АС в точці D. Знайдіть довжину відрізка ВD.

165*. Знайдіть діагоналі трапеції, якщо основи дорівнюють 23,8 см і 43,5 см, а

кути при більшій основі – 63°54' і 71°18'.

166*. Обчисліть площу трапеції, якщо її основи дорівнюють а і b (а > b), а прилеглі

до основи кути – α і β.

167*. За даними на малюнку 47 знайдіть сторону ВС чотирикутника АВСD.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

168. Мансардну крівлю спроектували так: на відрізку АВ = 11,5 м (ширина пере;

криття, мал. 48) описали півколо і поділили його на чотири рівні частини.

Точки А, С, D, Е і В сполучили відрізками. Знайдіть:

1) довжину схилу покрівлі АС і СD ; 2) довжину поперечини СE;

3) кути нахилу схилів АС  і СD  покрівлі.

169. Під яким кутом видно прямолінійний край лісу АВ  = 1 240 м із пункту С,

який віддалений від А на 1 600 м і від В – на 1 170 м (мал. 49)?

170. Щоб знайти кут на місцевості, на його сторонах від вершини відклали по

10 м і виміряли відстань між одержаними точками – 16 м. Дістали, що кут

дорівнює 106°18'. Поясніть, як обчислили кут.

Мал. 47 Мал. 48Мал. 46

Мал. 49 Мал. 50
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171. На горі знаходиться башта висотою 60 м (мал. 50). Деякий предмет на

підошві гори видно з вершини В  башти під кутом 65° до горизонту, а з її

основи С – під кутом 35° до горизонту. Знайдіть висоту гори.

172*. На малюнку 51 зображено дві прямі дороги KМ і PN, які перетинаються десь

за лісом у недоступній точці С. Потрібно знайти відстань від деякого пункту А

на дорозі KМ до точки С перетину доріг. Для цього позначили на дорозі PN

пункт В так, що можна було виміряти відстань АВ, і визначили кути ВАМ  і АВN.

Поясніть спосіб знаходження відстані АС. Обчисліть АС, якщо АВ = 800 м,

�ВАМ = 85°, �АВN = 52°.

173*. Трапилося так, що місцевість між дорогами заболочена і відстань АВ  ви;

міряти, як у задачі 172, не можна (мал. 52). Але пункт А видно з двох місць В

і В
1
 на дорозі PN, а також можна підійти до пункту А. Тоді виміряли ВВ

1
, �ВАМ,

� АВN  і � АВ
1
N. Поясніть, як обчислити відстань АС, якщо: ВВ

1
 = а,

�ВАМ = α, �АВN = β, �АВ
1
N = β

1
.

174*. Потрібно обчислити відстань між недоступними пунктами С і D (мал. 53).

Для цього вибрали на місцевості дві точки А і В так, щоб можна було вимі;

ряти відстань АВ і щоб з цих точок було видно точки С і D. Потім виміряли

АВ = а, �САD = α
1
, �ВАD = α

2
, �АВС = β

2
, �СВD = β

1
. Поясніть, як знай;

шли відстань СD. Обчисліть СD, якщо а = 100 м, α
1 

= 30°, α
2
 = 70°, β

1
 = 54°,

β
2

= 28°.

Мал. 51 Мал. 52

Мал. 53
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ФОРМУЛИ ПЛОЩІ
ТРИКУТНИКА

Ви вже знаєте, що площу трикутника можна обчислити за такими фор�
мулами:

S =
1

2
аh

a
, де а – сторона трикутника, h

a
 – висота, проведена до цієї сто�

рони.

S = p · r, де р = 
+ +

2

a b c
 – півпериметр трикутника, r – радіус вписано�

го кола.
Виведемо інші формули для обчислення площі трикутника.
1. Площа трикутника дорівнює половині добутку двох його сторін на

синус кута між ними: S =
1

2
bc · sin ααααα.

§6.§6.

Проведемо в трикутнику АВС висоту ВD (мал. 54, 55). Дістанемо:

S =
1

2
AC · BD. Із прямокутного трикутника АВD знаходимо: ВD = АВ sinα,

якщо кут α – гострий (мал. 54); ВD = АВ sin (180° – α), якщо кут α – ту�
пий (мал. 55). Оскільки sin (180° – α) = sin α, то для будь�якого випадку

ВD = АВ sin α. Підставляючи у формулу S =
1

2
AC · BD вираз BD, одержи�

мо: S =
1

2
AC · AB sin α =

1

2
bc sin α.

2. S =
4

abc

R
, де а, b, с – сторони трикутника, R – радіус описаного кола.

Ви знаєте, що 2R = 
αsin

a
, де α – кут, протилежний стороні а. Звідси

sin α =
2

a

R
. Підставивши вираз sin α у формулу S =

1

2
bc sin α, дістанемо:

S =
1

2
bc

2

a

R
=

4

abc

R
.

        Мал. 54                                                 Мал. 55
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3. Формула Герона: S = , де а, b, с – сторони три�

кутника, р =
2

a b c+ +
– півпериметр.

За теоремою косинусів, а2 = b2 + с2 – 2bc cos α. Звідси cos α =
2 2 2

2

b c a

bc

+ −
.

З формули S = 
1

2
bc sin α знаходимо: sin α =

2S

bc
.

Підставляючи знайдені вирази sinα і cosα у формулу sin2 α + cos2 α = 1,

дістанемо: 

2
2S

bc

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

2 2 2
2

2

b c a

bc

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1.

Звідси S2 =
( )2 2 2 2 2 2

4

16

b c b c a− + −
.

Застосовуючи формулу різниці квадратів, маємо:

S2 =
( )( ) ( )( )2 22 2

16

b c a a b c+ − − −
=

2 2 2 2

a b c b c a a b c a c b+ + + − + − + −
⋅ ⋅ ⋅ .

Взявши до уваги, що а + b + с = 2р, b + с – а = 2р – 2а, а + b – с = 2р – 2с,
а + с – b = 2р – 2b, дістанемо:

S2 = p(p – a)(p – b)(p – c) або S = ( )( )( )p p a p b p c− − − .

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Герон Александрійський  (приблизно І ст. до н. е.) –

видатний давньогрецький учений. Його відкриття збагати+

ли математику, фізику, механіку, астрономію. Найбільш

важливою геометричною працею вченого була «Метрика»

(вчення про вимірювання). У цій книжці серед правил вимі+

рювання площ наведено так звану «Формулу Герона»

(нині встановлено, що цю формулу застосовував Архімед,

який жив на кілька століть раніше Герона).

Праці вченого «Книга про військові машини», «Книга про

підйомні механізми», «Театр автоматів», «Пневматика» та

ін. здійснили величезний вплив на розвиток науки і техні+

ки. Учений винайшов багато приладів і автоматів, зокрема:

діоптр (прототип сучасного теодоліта), прилад для вимірювання довжини пройде+

ного шляху (прототип таксометра), автомат для продажу «священної води», водяні

годинники і багато інших. Саме тому вченого називали Героном+механіком.

2. Застосування поняття площі дає можливість іноді значно спростити розв’язу+

вання таких задач, в умовах яких це поняття не вживається. Найчастіше це мож+

на зробити так: спочатку площу деякої фігури виражаємо через дані й шукані

величини двома різними способами, а потім прирівнюємо знайдені вирази.

Отримуємо рівняння, з якого можна знайти шукану величину.

Герон

Александрійський
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З а д а ч а .   Катети прямокутного трикутника

дорівнюють а і b. Знайдіть довжину бісектриси

прямого кута.

Р о з в’я з а н н я .  Нехай АВС – даний прямокут+

ний трикутник (�С = 90°), ВС = а, АС = b і СD –

бісектриса прямого кута (мал. 56). Позначимо

СD = х і знайдемо площу трикутника АВС двома

способами.

З одного боку, S�ABC
=

2

ab
. (1)

З другого боку,

S�ABC
= S�BCD

+ S�ACD
= 

1

2
ax · sin 45° +

1

2
bx · sin 45° = 

2

4

x
(a + b ). (2)

Прирівнюючи праві частини рівностей (1) і (2), одержимо рівняння:

2

ab
=

2

4

x
(a + b ). Звідки х =

2

+

ab

a b
.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Доведіть, що площа трикутника дорівнює половині добутку двох його сторін

на синус кута між ними.

2. Доведіть, що S�ABC
=

4

abc

R
.

3. Як знайти площу трикутника за півпериметром і радіусом вписаного кола?

4. Запишіть і поясніть формулу Герона.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

175'. За якими з формул можна обчислити площу трикутника, зображеного:

1) на малюнку 57; 2) на малюнку 58:

а) S =
1

2
ab · sin β;           б) S =

1

2
bc · sin α;      в) S = ( )( )( )p p a p b p c− − − ;

г) S = ( )( )( )p a p b p c− − − ;       д) S =
4

abc

R
;      е) S =

2

abc

R
?

Мал. 56

Мал. 58Мал. 57
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176'. Обчисліть площу трикутника за даними на малюнках 59 і 60.

177'. За даними на малюнку 61 знайдіть площу трикутника, дотримуючись плану:

а) обчисліть півпериметр р та різниці р – а, р – b, р – с;

б) знайдіть добуток p(р – а)(р – b)(р – с);

в) обчисліть значення ( )( )( )p p a p b p c− − − .

178°. Знайдіть площу трикутника, якщо:

1) а = 5 3 см, с = 4 см, β = 60°;

2) с = 12 см, b = 8 см, α = 30°;

3) а = 7 2 см, b = 16 см, γ = 45°.

179°. Бічні сторони рівнобедреного трикутника дорівнюють a, а кут між ними α.

Знайдіть площу трикутника, якщо:

1) а = 2 см, α = 70°;

2) а = 4 см, α = 65°;

3) а = 6 см, α = 100°.

180°. а, b, с – сторони трикутника, R – радіус описаного кола. Знайдіть пло�

щу трикутника, якщо:

1) а = 26 см, b = 24 см, с = 10 см, R = 13 см;

2) а = 6 см, b = 6 см, с = 4 5 см, R = 4,5 см;

3) а = 26 см, b = 28 см, с = 30 см, R = 16,25 см.

181°. а, b, с – сторони трикутника, r – радіус вписаного кола. Знайдіть площу

трикутника, якщо:

1) а = 13 см, b = 14 см, с = 15 см, r = 4 см;

2) а = 4 см, b = 13 см, с = 15 см, r = 1,5 см;

3) а = 7 см, b = 15 см, с = 20 см, r = 2 см.

182°. Доведіть, що радіуси описаного (R ) і вписаного (r ) кіл трикутника

можна обчислити за формулами: R =
4

bc

S

a
  і  r =

2

+ +

S

b ca
.

Мал. 59                            Мал. 60                              Мал. 61
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183°. Знайдіть площу трикутника, якщо його сторони дорівнюють: 1) 5 см, 5 см,

6 см; 2) 12 см, 17 см, 25 см; 3) 15 см, 26 см, 37 см.

184.Площа трикутника АВС дорівнює 60 см2. Знайдіть сторону АВ, якщо:

1) АС = 15 см, �А =30°; 2) ВС = 10 3  см, �В = 60°.

185.а, b – сторони трикутника, γ – кут між ними, S – площа трикутника. На+

кресліть у зошиті таблицю 6 та заповніть її.

Т а б л и ц я  6

186. Дві сторони трикутника дорівнюють 6 см і 10 см. Чи може його площа дорів+

нювати: 1) 19 см2; 2) 35 см2; 3) 24 см2?

187. Користуючись формулою S =
1

2
bc · sin α, дослідіть, як змінюватиметься

площа трикутника АВС зі зростанням кута α від 0° до 180° (b і с – сталі).

При якому значенні α площа трикутника АВС  буде найбільшою?

188. Доведіть, що площа паралелограма дорівнює добутку двох його суміж�

них сторін на синус кута між ними.

189. Сторони паралелограма дорівнюють а і b, а один із кутів α. Знайдіть площу

паралелограма, якщо:

1) а = 2 см, b = 3 см, α = 70°;

2) a = 5 см, b = 3 см, α = 130°.

190. Площа ромба дорівнює квадрату його сторони, помноженому на си�

нус кута ромба. Доведіть.

191. Обчисліть площу ромба за його стороною а і кутом α, якщо:

1) а = 2 см, α = 20°; 2) a = 6 см, α = 124°.

192. Доведіть, що площа паралелограма дорівнює половині добутку його

діагоналей на синус кута між ними.

193. Знайдіть площу паралелограма, коли відомі його діагоналі d
1
 і d

2
 й кут α

між ними:

1) d
1 

= 6 см, d
2 

= 10 см, α = 40°; 2) d
1 

= 8 см, d
2 

= 12 см, α = 59°.

194. Обчисліть площу прямокутника за діагоналлю d  і кутом α між діагоналями,

якщо:

1) d = 12 см, α = 30°; 2) d = 10 см, α = 25°.

195. Обчисліть площу трикутника за стороною с  і прилеглими до неї кутами α і β
якщо:

1) с = 6 см, α = 70°, β = 60°; 2) с = 8 см, α = 65°, β = 54°.

а

b

γ

S

7 см

10 см

80°

5 см

8 см

12 см2

4 см

150°

24 см2

9 см

75°

16 см2
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196. Доведіть, що довжину бісектриси l кута α α α α α трикутника АВС можна об�

числити за формулою: lααααα =

2

sin

( + )sin

bc

b c
α

α
.

197. Знайдіть висоту трикутника, проведену до сторони а, якщо його сто�

рони дорівнюють а, b, с.

198. Знайдіть висоти трикутника, якщо його сторони дорівнюють:

1) 7 см, 15 см, 20 см; 2) 13 см, 14 см, 15 см.

199. Площа трикутника дорівнює 810 см2. Знайдіть сторони трикутника, якщо

вони відносяться, як 12 : 17 : 25.

200. Дві сторони трикутника дорівнюють 17 см і 21 см, а медіана, проведена до

третьої сторони, 5 см. Знайдіть площу трикутника.

201. Знайдіть радіус кола, описаного навколо рівнобедреного трикутника, якщо

його основа і висота відповідно дорівнюють:

1) 20 см і 26 см; 2) 16 см і 17 см.

202. Знайдіть радіус кола, описаного навколо трикутника, якщо його сторони

дорівнюють: 1) 10 см, 24 см, 26 см; 2) 26 см, 28 см, 30 см.

203. а, b, с – сторони трикутника, S – його площа, R, r – радіуси описаного і

вписаного кіл. Накресліть у зошиті таблицю 7 та заповніть її.

Т а б л и ц я  7

а 5 см 3 см 5 см 6 см 4 см

b 7 см 4 см 5 см 10 см 13 см

c 8 см 5 см 6 см 8 см 15 см

S 10 3 см2 24 см2

R 2,5 см 5 см

r 1,5 см

204*. Доведіть формули для обчислення площі трикутника:

1) S = 2R 2 · sin α · sin β · sin γ; 2) S = 
β⋅ γ

α

2
sin sin

2sin

a
; 3) S = 

1

2
a b c

Rh h h ,

де R – радіус описаного кола.

205*. Бісектриса l прямого кута трикутника утворює з гіпотенузою кут α. Знайдіть

площу трикутника.

206*. Знайдіть площу трикутника за медіаною m і кутами α і β, які утворює меді+

ана з прилеглими сторонами.

207*. Знайдіть площу трикутника за двома його висотами h
1
 і h

2
 і кутом α

між ними.

208*. Доведіть, що площа чотирикутника дорівнює половині добутку його

діагоналей на синус кута між ними.
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209*. Сторона трикутника дорівнює 30 см, а медіани,

проведені до двох інших сторін, 12 см і 39 см.

Знайдіть площу трикутника.

210*. Основи трапеції дорівнюють 16 см і 44 см, бічні

сторони – 15 см і 41 см. Знайдіть площу трапеції.

Щоб обчислити площу трапеції  за її сторо�

нами (мал. 62):

1) проведіть через вершину меншої основи

пряму, паралельну бічній стороні;

2) знайдіть висоту утвореного трикутника за трьома його сторонами.

211*. Знайдіть висоту трапеції, якщо її основи дорівнюють 25 см і 11 см, а бічні

сторони – 13 см і 15 см.

212*. Знайдіть площу трикутника, якщо його медіани дорівнюють m
a
, m

b
, m

c
.

213*. Знайдіть площу трикутника, якщо його висоти дорівнюють h
a
, h

b
, h

c
.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

214. На малюнку зображено план ділянки у масштабі 1 : 1000 (мал. 63). Знайдіть

за планом площу цієї ділянки.

215. Квадратний метр листового заліза важить 38 кг. Скільки важить трикутник,

вирізаний з цього заліза, якщо його сторони дорівнюють 29 см, 35 см і 48 см?

216. Від трикутної ділянки площею 5 га потрібно межею ВD відділити ділянку

площею 2 га (мал. 64). Як це зробити, якщо АС = 1000 м?

Мал. 62

Мал. 63

Мал. 64



46 Розділ 1

КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ

1. Дайте означення  синуса, косинуса і тангенса для довільного кута від 0°

до 180°.

2. Назвіть значення синуса і косинуса для кутів 0°, 90°, 180°.

3. Доведіть тотожності: sin2 α + cos2 α = 1; sin(180° – α ) = sin α;

cos(180° – α ) = – cosα ; tg(180° – α) = – tgα.

4. Сформулюйте і доведіть теорему синусів; теорему косинусів.

5. Назвіть, які є види задач на розв’язування трикутників, та запишіть алго+

ритми розв’язування кожного з видів цих задач.

6. Доведіть, що площа трикутника дорівнює половині добутку двох його

сторін на синус кута між ними.

7. Запишіть і поясніть формули для обчислення площі трикутника: за трьо+

ма сторонами; за трьома сторонами і радіусом описаного кола; за півпе+

риметром і радіусом вписаного кола.

ПЕРЕВІРТЕ, ЯК ЗАСВОЇЛИ МАТЕРІАЛ РОЗДІЛУ 1

Уважно прочитайте задачі і знайдіть серед запропонованих відпо�
відей правильну. Для виконання тестового завдання потрібно 10 –
15 хв.

№ 1

1о Знайдіть значення виразу: 6 sin 180° + 5 cos 0° – 2 sin 90°.

A. 1. Б. 3. В. 2. Г. 0.

2о Спростіть вираз: 1 + cos2 α  – sin2 α.

А. 2sin2α. Б. cos2 α. В. sin2α. Г. 2 cos2α.

3
о

Обчисліть: sin 150° + cos 120°.

A. 0. Б. 
1

2
. В. 1. Г. 2.

4 Знайдіть sin α , якщо cos α = 
3

5
.

A. 
4

5
. Б. 

3

4
. В. 

3

5
. Г. 

1

5
.

5* Обчисліть tg2 α  – sin2 α tg2 α , якщо sin α = 0,5.

А. 2,5. Б. 25. В. 0,2. Г. 0,25.

ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ

46
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№ 2

1о Знайдіть сторону b ΔАВС, якщо: с = 1 см, �B = 45°, �C = 30°.

А. 3 см. Б. 2 см. В. 2 см. Г. 1 см.

2о Знайдіть радіус кола, описаного навколо трикутника, якщо проти його

сторони 2 см лежить кут 30°.

А. 4 см.  Б. 2 см. В. 1 см. Г. 3 см.

3
о

Знайдіть сторону с ΔАВС, якщо а = 2 см, b = 3 см, �C = 60°.

А. 3 см. Б. 3 см. В.  7 см. Г. 7см.

4 Знайдіть найменший з кутів трикутника, сторони якого дорівнюють 2, 3, 4.

А. � 29°. Б. � 20°. В. � 18°. Г. � 26°.

5* Знайдіть діагоналі паралелограма, якщо вони відносяться, як 1 : 2, а

сторони дорівнюють 2 см і 6 см.

А. 2 см і 4 см. Б. 1 см і 2 см. В. 3 см і 6 см. Г. 4 см і 8 см.

ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ

№ 3

1о Знайдіть площу трикутника, якщо його сторони дорівнюють 4 см і 6 см,

а кут між ними 30°.

А. 4 см2. Б. 6 см2. В. 12 см2. Г. 24 см2.

2о Знайдіть площу трикутника, якщо його сторони дорівнюють 10 см,

10 см, 12 см.

А. 32 см2. Б. 60 см2. В. 48 см2. Г. 24 см2.

3
о

Обчисліть площу рівнобедреного трикутника, якщо бічна сторона

дорівнює 2 см, а кут між бічними сторонами – 30°.

А. 2 см2. Б. 6 см2. В. 4 см2. Г. 1 см2.

4 Знайдіть площу паралелограма, якщо його сторони дорівнюють 2 см і

4 см, а один з кутів 45°.

А. 4 2 см2. Б. 8 см2. В. 2 2 см2. Г. 8 2 см2.

5* Знайдіть радіус кола, описаного навколо трикутника, якщо його сторо+

ни дорівнюють 4 см, 7 см, 9 см.

А. 10 см2. Б. 6 5 см2. В. 
42 5

5
см2. Г. 

21 5

10
см2.
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У розділі
дізнаєтесь:
що таке правиль�
ний n�кутник, які
його властивості
та як будувати
деякі правильні
n�кутники;

як знайти радіуси
вписаного і опи�
саного кіл для
правильного
n�кутника за
даною його
стороною та,
навпаки, як вира�
зити сторону
n�кутника через
ці радіуси;

про формули для
обчислення
довжини кола і
дуги кола, площі
круга, сектора
і сегмента;

як застосовувати
вивчені власти�
вості і формули
до розв’язування
геометричних
задач та на прак�
тиці

РОЗДІЛ2 ПРАВИЛЬНІ
МНОГОКУТНИКИ
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ПРАВИЛЬНІ
МНОГОКУТНИКИ

На малюнках 65 – 68 ви бачите многокутники. У чому їх відмінність?
У многокутника на малюнку 65 не рівні сторони і не рівні кути. На

малюнку 66 зображено многокутник з рівними сторонами, але не рівни�
ми кутами. А у многокутника на малюнку 67 – навпаки, усі кути рівні,
але не рівні сторони. Лише многокутник на малюнку 68 має всі сторони
рівні і всі кути рівні. Це – правильний многокутник.

Мал. 65                  Мал. 66                   Мал. 67                     Мал. 68

Многокутник називається правильним, якщо в нього
всі сторони рівні і всі кути рівні.

Квадрат і рівносторонній трикутник – приклади пра�
вильних многокутників. Многокутник, зображений на
малюнку 68, – правильний шестикутник, а на малюнку
69 – правильний восьмикутник.

У правильному n�кутнику, як і у довільному n�кут�
нику, сума всіх його кутів дорівнює 180°(n – 2).

З а д а ч а .  Знайдіть кут правильного десятикутника.

Р о з в’я з а н н я .  Сума кутів правильного десятикутника дорівнює

180°(n – 2) = 180°(10 – 2) = 1440°.

Усіх кутів 10.

Тому кожний кут дорівнює 1440° : 10 = 144°.

Щоб знайти кут правильного n�кутника, скористайтеся формулою:

ααααα =
180°( 2)n

n

−
.

Ви знаєте, що правильний трикутник і чотирикутник (квадрат) є впи�
саними у коло й описаними навколо кола. Чи справджується це для будь�
якого правильного многокутника? Відповідь дає теорема.

§7.§7.
?

Мал. 69

?
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Мал. 70                                  Мал. 71

Теорема (властивість правильного многокутника).
Якщо многокутник правильний, то навколо нього
можна описати коло і в нього можна вписати коло.

Д а н о :  многокутник АВСD…F;

АВ = ВС = СD = … = FA,  �A = �B = �C = … = �F.

Д о в е с т и : 1) OA = OB = OC = … = OF (мал. 70);

2) OM = ON = OP = …= OE (мал. 71).

Д о в е д е н н я .  1) Нехай бісектриси кутів А і В правильного многокутника

АВСD…F перетинаються в точці О (мал. 70).

Оскільки �А = �В, то і �ОАВ = �ОВА =
α
2

, де α – кут многокутника.

Тоді �АОВ – рівнобедрений і ОА = ОВ.

Сполучимо точку О відрізками з рештою вершин многокутника.

У трикутників АОВ і ВОС сторона ОВ – спільна, АВ = ВС за умовою,

�ОВА = �ОВС = 
α
2

 , оскільки ОВ – бісектриса кута В. Отже, �АОВ = �ВОС,

звідки ОВ = ОС.

Так само у трикутників ВОС і СОD сторона ОС – спільна, ВС = СD, за умо>

вою, �ОСВ = �ОСD = 
α
2

 (за доведеним, �ВОС – рівнобедрений і

�ОВС = �ОСВ = 
α
2

, тоді і �ОСD = 
α
2

 ).

Отже, �ВОС = �СОD, звідки OC = OD. Таким чином, ОА = ОВ = ОС = ОD.

Продовжуючи порівняння сусідніх трикутників, отримаємо:

ОА = ОВ = ОС = ОD = … = OF.

Отже, всі вершини даного многокутника лежать на колі з центром О.

2) Ми довели, що �АОВ = �ВОС = �СОD = … = �FOA (мал. 71). Тому висоти

цих трикутників, проведені з вершини О, також рівні: ОM = ON = OP = …= OE.

Звідси випливає, що коло з центром О і радіусом ОМ проходить через точки M,

N, P,…, E і дотикається до сторін многокутника АВСD…F в цих точках, тобто це

коло вписане в даний правильний многокутник.
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У правильному многокутнику центри вписаного й описаного кіл збіга�
ються. Спільний центр цих кіл називається центром правильного мно�
гокутника.

Перпендикуляр, проведений з центра правильного многокутника до
його сторони, називається апофемою цього многокутника (мал. 72). Апо�
фема є радіусом вписаного кола.

Кут, утворений двома радіусами, проведеними у суміжні вершини пра�
вильного многокутника, називається його центральним кутом (мал. 73).

Щоб знайти центральний кут правильного n�кутника, скористайтеся

формулою:  βββββ =
360°

n
.

Правильні многокутники з однаковою кількістю сторін подібні (це
твердження ви зможете довести пізніше).

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

Окремим видом многокутників є напівправильні многокутники. Многокутник, у

якого всі кути рівні, а сторони рівні через одну, називають напівправильним рівно�

кутним многокутником. Найпростіший приклад – прямокутник. На малюнках 74,

75 зображено напівправильні рівнокутні шестикутники – опуклий і зірчастий.

Якщо у многокутника всі сторони рівні, а кути рівні через один, то його називають

напівправильним рівностороннім многокутником. На малюнках 76, 77 зображено

опуклий і зірчастий напівправильні рівносторонні шестикутники.

Мал. 72                               Мал. 73

Мал. 74                               Мал. 75
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Загальний спосіб побудови напівправильних рівносторонніх многокутників

(мал. 78): 1) будуємо два концентричних кола; 2) через їхній центр О проводимо

2n променів, які ділять повний кут при точці О на 2n рівних частин; 3) нумеруємо

ці промені в тому порядку, в якому вони розташовані при обході навколо точки

О ; 4) відмічаємо точки перетину променів, які мають непарні номери, з першим

колом, а променів з парними номерами – з другим та послідовно сполучаємо ці

точки. Утворений многокутник – напівправильний рівносторонній.

Запропонуйте схожий спосіб побудови напівправильних рівнокутних многокутників.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Що таке правильний многокутник?

2. Доведіть, що навколо правильного многокутника можна описати коло і в

нього можна вписати коло.

3. Що називається центром правильного многокутника? Центральним кутом

правильного многокутника?

4. Що таке апофема правильного многокутника?

5. Як знайти кут правильного n>кутника? Центральний кут правильного n>кут>

ника?

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

217'. Який з чотирикутників, зображених на малюнках 79 – 81, правильний?

Поясніть відповідь.

Мал. 76                  Мал. 77             Мал. 78

Мал. 79                                      Мал. 80                                 Мал. 81
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218'. На малюнку 82 зображено правильний

шестикутник з центром O.

Назвіть:

1) радіус описаного кола;

2) радіус вписаного кола;

3) центр шестикутника;

4) центральний кут шестикутника.

219'. Назвіть правильну відповідь:

1) кут правильного n>кутника дорівнює:

а) 
180°

2

n

n −
; б) 

( )180° 2

n

n −
; в) 180°(n – 2).

2) центральний кут правильного n>кутника дорівнює:

а) 
180°

n
; б) 180°n ; в) 

360°

n
.

220'. Знайдіть периметр правильного n>кутника зі стороною 4 см, якщо:

1) n = 5; 2) n = 8; 3) n = 10.

221°. Які з тверджень правильні:

1) многокутник правильний, якщо всі його сторони рівні;

2) будь>який чотирикутник з рівними кутами правильний;

3) трикутник правильний, якщо всі його кути рівні;

4) будь>який рівносторонній трикутник правильний?

Поясніть відповідь.

222°. Знайдіть радіус кола, вписаного в квадрат, якщо периметр квадрата дорів>

нює: 1) 12 см; 2) 16 см; 3) Р.

223°. Знайдіть радіус кола, описаного навколо квадрата, якщо діагональ квад>

рата дорівнює: 1) 8 см; 2) 16 см; 3) d.

224°. Обчисліть кут правильного n�кутника, якщо:

1) n = 5; 2) n = 12; 3) n = 18.

225°. Знайдіть центральний кут правильного n�кутника, якщо:

1) n = 20; 2) n = 24; 3) n = 10.

226°. Скільки сторін має правильний n>кутник, якщо його центральний кут дорів>

нює: 1) 36°; 2) 120°; 3) 30°?

227°. Знайдіть кут правильного n>кутника, якщо його зовнішній кут дорівнює:

1) 60°; 2) 26°; 3) 34°.

228°. Знайдіть кількість сторін правильного n�кутника, якщо його кут до�

рівнює: 1) 135°; 2) 150°; 3) 140°.

229°. Скільки сторін має правильний n>кутник, якщо кожний із зовнішніх його

кутів дорівнює: 1) 10°; 2) 36°; 3)18°?

230. α – кут правильного n>кутника, β – центральний його кут,

і γ – зовнішній кут. Накресліть у зошиті таблицю 8 та заповніть її.

Мал. 82
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Т а б л и ц я  8

α 144° 150°

β 40° 45°

γ 20° 12°

n 6

231. Доведіть, що центральний кут правильного n�кутника дорівнює його

зовнішньому куту.

232. Центральний кут правильного многокутника і його кут у сумі станов�

лять 180°. Доведіть.

233. Знайдіть відношення градусної міри кута правильного n>кутника до градус>

ної міри його зовнішнього кута.

234. У скільки разів кут правильного n>кутника більший за його зовнішній кут,

якщо: 1) n = 10; 2) n = 20?

235. Скільки вершин має правильний многокутник, якщо:

1) радіус вписаного кола вдвічі менший від сторони многокутника;

2) радіус описаного кола вдвічі більший за радіус вписаного кола?

236. Скільки сторін має правильний n>кутник, якщо його кут:

1) у 3 рази більший за зовнішній кут;

2) у 5 разів більший за центральний кут?

237. Скільки сторін має правильний n>кутник, якщо його кут і зовнішній кут відно>

сяться, як: 1) 5 : 2; 2) 3 : 2?

238. Який найбільший центральний кут може мати правильний многокутник?

239. 1) У коло вписано многокутник, усі сторони якого рівні.

Чи рівні його кути? Поясніть відповідь.

2) У коло вписано многокутник, усі кути якого рівні.

Чи рівні його сторони? Поясніть відповідь.

240. Два рівних кола перетинаються так, що центр одного кола лежить на друго>

му колі. Чи можна описати коло навколо чотирикутника, вершинами якого є

точки перетину і центри даних кіл? Поясніть відповідь.

241. Знайдіть кут між двома несуміжними сто>

ронами правильного шестикутника (мал. 83).

242. Дано правильний п’ятикутник.

Доведіть:

1) усі його діагоналі рівні;

2) кожна діагональ паралельна одній із

його сторін;

3) на кожній із діагоналей, що перетина>

ються, є відрізок, що дорівнює стороні

п’ятикутника.
Мал. 83
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243. ABCDEFGH – правильний восьмикутник (мал. 84). Доведіть, що точки K, L,

M, N – вершини квадрата.

244. ABCDEFMN – правильний восьмикутник. Доведіть, що точки A, C, E і M є

вершинами квадрата.

245*. П’ятикутник ABCDE – правильний (мал. 85). Доведіть, що п’ятикутник

FGHKL – теж правильний.

246*. Доведіть, що середини сторін правильного n�кутника є вершинами

іншого правильного n�кутника.

247*. Обчисліть кут між сторонами AB i DE правильного дев’ятикутника (мал. 86).

248*. Від кожної вершини квадрата із стороною а на його сторонах відкладено

відрізки, що дорівнюють половині його діагоналі (мал. 87). Здобуті 8 точок

послідовно сполучено відрізками. Доведіть, що утворений восьмикутник –

правильний.

249*. Доведіть, що сума відстаней від довільної точки всередині правиль�

ного n�кутника до його сторони не залежить від вибору точки.

250*. Два рівних кола перетинаються так, що центр одного кола лежить на дру>

гому колі. Через одну точку їх перетину проведено спільну січну. Дві інші

точки перетину січної з колами сполучено відрізками з другою точкою пе>

ретину кіл. Якого виду трикутник утворився при цьому?

Мал. 86                        Мал. 87

Мал. 84 Мал. 85
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ФОРМУЛИ ДЛЯ РАДІУСІВ
ОПИСАНИХ І ВПИСАНИХ КІЛ
ПРАВИЛЬНИХ МНОГОКУТНИКІВ

Знайдемо радіус R описаного кола і радіус r вписаного кола для пра�
вильного n�кутника зі стороною а. Нехай сторона правильного n�кутни�
ка AB = a, OA = R, OC = r (мал. 89). У рівнобедреному  трикутнику AOB

висота OC є його медіаною і бісектрисою, тому AC = CB = 
2

AB
=

2

a
,

�BOC = � AOC =
1

2
� AOB =

1

2
·

360°

n
=

180°

n
.

З прямокутного трикутника АОС знаходимо:

180°sin 2sin
n

AC a

AOC
R = =

∠  
і
 180°tg 2tg

n

AC a

AOC
r = =

∠ .

У правильному трикутнику:

n = 3, �AOC = 
180°

3
 = 60°,

тоді  R = 
2sin60°

a
=

3

a
=

3

3

a
, r =

2tg60°

a
=

2 3

a
=

3

6

a
.

У правильному чотирикутнику (квадраті):

n = 4,  �AOC =
180°

4
 = 45°, тоді   R =

2sin45°

a
=

2

a
=

2

2

a
, r =

2tg45°

a
=

2

a
 .

У правильному шестикутнику:

n = 6, �AOC = 
180°

6
 = 30°, тоді  R = 

2sin30°

a
= a, r =

2tg30°

a
=

3

2

a
.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

251. Доведіть, що підлогу можна покрити плитками,

які мають форму правильних трикутників, чоти>

рикутників або шестикутників.

252. Підлогу покрили плитками, які мають форму

правильних чотирикутників і восьмикутників

(мал. 88). Поясніть, чому можливе таке по>

криття.

Мал. 88

§8.§8.

Мал. 89
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Формули для радіусів описаних і вписаних кіл правильних n�кутників
подано у таблиці 9.

Т а б л и ц я  9

n n = 3 n = 4 n = 6

R 180°
2sin

n

a
3

3

a 2

2

a
а

r 180°
2tg

n

a
3

6

a

2

a 3

2

a

З а д а ч а .  Виразіть сторону a
n
 правильного n>кутника через радіус R опи>

саного навколо нього кола і радіус r вписаного кола.

Обчисліть a
n 
, якщо n = 3, 4, 6.

Р о з в’я з а н н я .  З формули R =  
180°

2sin

n

n

a
   знаходимо:  a

n
= 2R · sin

180°

n
.

Підставивши у цю формулу замість n числа 3, 4, 6, матимемо формули, що

виражають через радіуси описаних кіл сторони правильного трикутника,

чотирикутника і шестикутника: a
3

= R 3 , a
4

= R 2 , a
6

= R.

З формули r =  
180°

2tg

n

n

a
 знаходимо:   a

n
= 2r · tg

180°

n
.

Зокрема, a
3
=2r 3 ,  a

4
=2r, a

6
=

2

3

r
=

2 3

3

r
.

Пам’ятайте, що за однією з величин a
n
, r  чи R  можна обчислити дві

інші.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

Знайдемо площу правильного n>кутника, якщо дано:

1) радіус R описаного кола; 2) радіус r вписаного кола;

3) сторону а.

Подивіться на малюнок 90. Площа правильного n>кут>

ника S = n · S�AOB
.

1) S�AOB
= 

1

2
AO · BO · sin AOB (мал. 90).

Але AO = BO = R, �AOB =
360°

n
.

Тому  S�AOB
= 

1

2
R 2 · sin

360°

n
.

Отже, площа правильного n>кутника дорівнює:  S =
1

2
R 2 sin

360°

n
.

Мал. 90
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2) S�AOB
=

2

n
а 1

2
r  (мал. 90). Оскільки 

2

n
а

= r · tg
180°

n
, то S�AOB

= r2 · tg
180°

n
.

Отже, S = nr2 · tg
180°

n
.

3) S�AOB
=

1

2
AB · OC (мал. 90). Оскільки AB = a, OC =

2

180°
 2tg

a

n

,

то S�AOB
= 

2

180°
 4tg

n

a
, a  S =

2

180°
 4tg

n

na
.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Виведіть формули для радіусів вписаного і описаного кіл правильного n>кутника.

2. Знайдіть радіуси вписаного і описаного кіл для правильного трикутника, чо>

тирикутника, шестикутника.

3. Виразіть сторону правильного n>кутника через радіуси вписаного і описаного кіл.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

253'. Запишіть формули, що виражають радіуси описаних і вписаних кіл через

сторону: 1) правильного трикутника; 2) правильного чотирикутника;

3) правильного шестикутника.

254'. На малюнках 91 – 93 зображено правильний трикутник, чотирикутник, ше>

стикутник, вписані в коло. За даними на малюнках знайдіть радіус кола.

     Мал. 91                                      Мал. 92                               Мал. 93

255'. На малюнках 94 – 96 зображено правильний трикутник, чотирикутник і ше>

стикутник, описані навколо кола. За даними на малюнках знайдіть радіус кола.

     Мал. 94                                   Мал. 95                                Мал. 96
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256°. Знайдіть сторону правильного трикутника, якщо радіус описаного навколо

нього кола дорівнює:1) 4 3  см; 2) 5 см; 3) 6 3  см.

257°. Знайдіть сторону правильного трикутника, якщо радіус вписаного в нього

кола дорівнює: 1) 2 3  см; 2) 8 см; 3) 3 3  см.

258°. Обчисліть радіус кола, вписаного в правильний трикутник, якщо радіус опи>

саного кола дорівнює: 1) 10 см; 2) 12 см; 3) 16 см.

259°. Доведіть, що радіус кола, описаного навколо правильного трикутни�

ка, дорівнює діаметру вписаного в нього кола.

260°. а – сторона правильного трикутника, Р – його периметр, R і r – раді�

уси описаного і вписаного кіл. Накресліть у зошиті таблицю 10 та за�

повніть її.

Т а б л и ц я  1 0

а 2 3  см

R 4 3  см

r 6 3  см

P 9 3  см

261°. У квадрат вписано коло, радіус якого 4 см. Обчисліть:

1) сторону квадрата; 2) радіус кола, описаного навколо квадрата.

262°. Знайдіть радіус кола, вписаного в квадрат, якщо його периметр дорівнює:

1) 12 см; 2) 16 см; 3) 20 см.

263°. Обчисліть периметр квадрата, якщо радіус кола, описаного навколо нього,

дорівнює: 1) 2 см; 2) 2 2 см; 3) 6 2 см.

264°. а – сторона правильного чотирикутника, Р –  його периметр, R і r –

радіуси описаного і вписаного кіл. Накресліть у зошиті таблицю 11 та

заповніть її.

Т а б л и ц я  1 1

a 6 см

R 8 2 см

r 10 см

Р 16 см

265°. Знайдіть периметр правильного шестикутника, якщо радіус описаного кола

дорівнює: 1) 4 см; 2) 5 см; 3) 7 см.

266°. Знайдіть сторону правильного шестикутника, якщо радіус вписаного кола

дорівнює: 1)  3 см; 2) 4 3 см; 3) 1 см.

267°. Обчисліть радіус кола, вписаного в правильний шестикутник, якщо радіус

описаного кола дорівнює: 1) 3 см; 2) 6 3 см; 3) 10 3 см.
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268. а – сторона правильного шестикутника, Р –  його периметр, R і r –

радіуси описаного і вписаного кіл. Накресліть у зошиті таблицю 12 та

заповніть її.

Т а б л и ц я  1 2

а 20 см

R 14 см

r 10 3 см

P 36 см

269. Знайдіть сторону правильного трикутника, якщо різниця між радіусами кіл,

описаного навколо правильного трикутника і вписаного в нього, дорівнює:

1) 3 см; 2) m.

270. Обчисліть радіуси кіл, вписаного в правильний трикутник і описаного на>

вколо нього, якщо їх різниця дорівнює: 1) 4 см; 2) n.

271. Знайдіть радіуси кіл, вписаного у квадрат і описаного навколо нього, якщо

добуток радіусів дорівнює: 1) 4 2 ; 2) 2 .

272. Обчисліть радіуси кіл, описаного навколо правильного шестикутника і впи>

саного в нього, якщо різниця радіусів дорівнює: 1) 3 см; 2) 5 см; 3) m.

273. У коло вписано правильний трикутник і квадрат. Знайдіть сторону квадра>

та, якщо периметр трикутника дорівнює: 1) 9 см; 2) 27 см; 3) Р.

274. Знайдіть сторону правильного шестикутника, вписаного в коло, якщо сто>

рона правильного трикутника, описаного навколо цього кола, дорівнює:

1) 10 3 см; 2) 2 3 см; 3) а.

275. Обчисліть сторону квадрата, описаного навколо кола, якщо сторона пра>

вильного шестикутника, вписаного в це коло, дорівнює:

1) 15 см; 2) 17 см; 3) а.

276. Знайдіть сторону правильного шестикутника, описаного навколо кола, якщо

сторона правильного трикутника, вписаного в це коло, дорівнює:

1) 21 см; 2) 18 см; 3) а.

277. Навколо кола описаний квадрат і правильний шестикутник. Знайдіть пери>

метр квадрата, якщо периметр шестикутника дорівнює:

1) 12 3  см; 2) 36 см; 3) Р.

278. Обчисліть сторону правильного шестикутника, радіуси описаного і вписа>

ного кіл, якщо більша діагональ шестикутника дорівнює:

1) 6 см; 2) 8 см; 3) d.

279. Знайдіть сторону правильного шестикутника і радіус вписаного кола,

якщо менша його діагональ дорівнює: 1) 10 3 см;  2) 12 3 см; 3) d.

280. Знайдіть діагоналі правильного шестикутника, якщо його сторона до�

рівнює: 1) 2 см; 2) 8 см; 3) а.
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281. Спільна хорда двох кіл, що перетинаються, є для одного кола стороною

правильного вписаного трикутника, а для другого – стороною правильного

вписаного шестикутника. Знайдіть відстань між центрами кіл, якщо хорда

дорівнює: 1) 9 см; 2) 3 3 см; 3) а.

282. Сторона якого правильного вписаного в коло n>кутника є хордою, перпен>

дикулярною до радіуса в його середині? Поясніть відповідь.

283. У якого правильного многокутника радіус вписаного кола вдвічі менший

від сторони?

284. На сторонах правильного трикутника поза ним побудовано квадрати. Чи є

вершини квадратів вершинами правильного шестикутника? Поясніть

відповідь.

285*. Через середини двох суміжних сторін правильного чотирикутника, вписа>

ного в коло радіуса R, проведено хорду. Яка довжина цієї хорди, якщо:

1) R = 4 см;        2) R = 6 см?

286*. У коло радіуса R вписано правильний n�кутник і середини його сторін

послідовно сполучено. Знайдіть сторону утвореного многокутника,

якщо: 1) n = 6; 2) n = 8.

287*. При яких значеннях n сторона правильного n>кутника:

1) більша за радіус описаного кола;

2) дорівнює радіусу описаного кола;

3) менша від радіуса описаного кола?

288*. Три рівних кола, що попарно дотикаються одне до одного, зовні дотика>

ються до кола радіуса R. Знайдіть радіуси цих кіл, якщо:

1) R = 2 см;       2) R = 4 см.

289*. У правильному  восьмикутнику зі стороною а сполучено середини чотирьох

сторін, узятих через одну, так, що утворився квадрат. Знайдіть сторону цього

квадрата.

290*. У правильному 12>кутнику зі стороною а сполучено середини шести сторін,

узятих через одну, так, що утворився правильний шестикутник. Знайдіть його

сторону.

291*. Доведіть, що: 1) a
8

= R 2 2− ; 2) r
8
=

2
2+ 2

R
,

де a
8
 і r

8
 – відповідно сторона правильного 8>кутника і радіус вписаного у

нього кола, R – радіус описаного кола.

292*. Доведіть, що: 1) a
12

= R 2 3− ; 2) r
12

=
2

2+ 3
R

,

де a
12

 і r
12 

– відповідно сторона правильного 12>кутника і радіус вписаного

в нього кола, R – радіус описаного кола.

293*. Знайдіть радіус кола, описаного навколо правильного n>кутника зі сторо>

ною а, якщо: 1) n = 8; 2) n = 12.
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ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

294. Знайдіть розмір отвору h ключа для правильної шестигранної гайки, якщо

ширина грані гайки а = 2,5 см (мал. 97). Величина зазору між гранями гайки

і ключа дорівнює 0,5 мм.

295. Найпростіше мансардне покриття утворює у вертикальному перерізі полови>

ну правильного восьмикутника (мал. 98). Знайдіть ширину перекриття BD, сто>

рону восьмикутника і висоту мансардної кімнати ABCDE, якщо AE = 6 м.

Мал. 97                              Мал. 98

§9.§9. ПОБУДОВА ПРАВИЛЬНИХ
МНОГОКУТНИКІВ

Для побудови правильного n�кутника використовується описане на�
вколо нього коло.                               

З а д а ч а  1.  Побудуйте правильний шестикутник.

Р о з в’я з а н н я .  Сторона правильного  шести>

кутника дорівнює радіусу R описаного навколо

нього кола. Проводимо коло радіуса R і позна>

чаємо на ньому довільну точку A
1
 (мал. 99). Потім,

не змінюючи розхилу циркуля, будуємо на колі

точки A
2
, A

3
, A

4
, A

5
, A

6
 так, щоб виконувалася

рівність  �A
1
A

2
= �A

2
A

3
= �A

3
A

4
= �A

4
A

5
= �A

5
A

6
.

Сполучивши послідовно побудовані точки

відрізками, отримаємо правильний шестикутник.

Щоб побудувати правильний n�кутник,
поділіть коло на n рівних частин і точки по�
ділу послідовно сполучіть. Мал. 99
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З а д а ч а  2.   Побудуйте правильний трикутник.

Р о з в’я з а н н я .  Будуємо спочатку правильний шестикутник (задача 1), а

потім сполучаємо відрізками його вершини через одну (мал. 100).

З а д а ч а  3.   Побудуйте правильний чотирикутник.

Р о з в’я з а н н я .  Креслимо коло і проводимо через його центр дві перпен>

дикулярні прямі (мал. 101). Вони перетнуть коло у чотирьох точках – верши>

нах квадрата.

Чи можна побудувати інші правильні n�кутники? Так. Якщо ви побу�
дували правильний n�кутник, то легко побудуєте і правильний 2n�кутник.

Наприклад, побудуємо правильний 8�кутник. Будуємо правильний
чотирикутник (задача 3). Проводимо до його сторін серединні перпен�
дикуляри (мал. 102). Точки перетину серединних перпендикулярів з ко�
лом разом із вершинами чотирикутника і будуть вершинами правиль�
ного 8�кутника. Цим самим способом можна побудувати правильний
16�кутник, правильний 32�кутник і т. д.

За допомогою циркуля і лінійки можна побудувати низку правиль�
них многокутників, якщо побудовано один із них.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

У вас може виникнути запитання: Чи будь�який правиль�

ний n�кутник можна побудувати циркулем і лінійкою?

Ні. Наприклад, правильний п’ятикутник циркулем і лінійкою

побудувати можна, а правильний семикутник – не можна.

Задача про побудову правильних n>кутників була розв’я>

зана в 1801 році великим німецьким математиком Кар>

лом Гауссом (1777 – 1855). Учений довів, що циркулем і

лінійкою можна поділити коло на таке число рівних час>

тин, яке, будучи простим, виражається формулою 22
m

+ 1,

де m – ціле невід’ємне число. Наприклад, коло можна

поділити на 5, 17, 257 рівних частин, оскільки

5 = 22 + 1, 17 = 22
2

+ 1, 257 = 22
3

  + 1.

Мал. 102

?

Мал. 100                              Мал. 101

Карл Фрідріх Гаусс
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Доведено також, що за допомогою циркуля і лінійки коло можна поділити

на таке складене число рівних частин, до складу якого не входять ніякі інші

прості множники, крім: 1) множників виду 22
m

+ 1 і 2) множника 2 в будь>

кому степені. Наприклад, коло можна поділити на 170 рівних частин, оскільки

170 = 2 · 5 · 17 = 2(22 + 1)(22
2

 + 1).

На будь>яке інше число рівних частин коло може бути поділеним наближено.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Як побудувати правильний шестикутник? Трикутник? Чотирикутник?

2. Поясніть, як побудувати правильний вписаний 2n>кутник, якщо в коло впи>

сано правильний n>кутник.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

296'. На малюнку 103 показано побудову правильного шестикутника. Поясніть

побудову.

297'. Побудуйте правильний трикутник, дотримуючись плану:

1) циркулем накресліть коло;

2) не змінюючи розхилу циркуля, поділіть коло на шість рівних части;

3) сполучіть точки поділу відрізками через одну.

298'. Виконайте такі побудови:

1) циркулем накресліть коло з центром О ;

2) через точку О  проведіть довільну пряму і позначте буквами А  і В точки

перетину її з колом;

3) проведіть пряму, перпендикулярну до прямої АВ  у точці О, точки перети>

ну цієї прямої з колом позначте буквами С  і D ;

4) послідовно сполучіть відрізками точки А, В, С

і D. Як називається побудований многокутник?

299°. За малюнком 104 складіть план побудови пра>

вильного трикутника.

300°. Впишіть у коло квадрат, якщо радіус кола дорів>

нює: 1) 3 см; 2) 4 см; 3) 5 см.

301°. Впишіть у коло правильний:

1) шестикутник; 2) трикутник;

3) чотирикутник; 4) восьмикутник.

302°. Опишіть навколо кола правильний:

1) шестикутник; 2) трикутник;

3) чотирикутник; 4) восьмикутник.

303°. Побудуйте правильний шестикутник зі сторо>

ною, що дорівнює даному відрізку АВ = а.

304°. Побудуйте правильний шестикутник, якщо

більша його діагональ дорівнює:

1) 8 см; 2) 10 см; 3) 12 см.

Мал. 103

Мал. 104
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305°. У ромб впишіть квадрат так, щоб сторони квадрата були паралельними діаго>

налям ромба.

306°. Дано правильний n�кутник. Поясніть, як побудувати правильний

2n�кутник.

307. Доведіть, що сторона правильного вписаного трикутника ділить перпенди>

кулярний до неї діаметр у відношенні 3 : 1. Скористайтесь цим твердженням

для побудови правильного трикутника.

308. Побудуйте правильний трикутник так, як показано на малюнку 105. Доведіть,

що �АВС – правильний.

309. На малюнку 106  дано коло з центром О. Із кінців діаметра АD радіусом ОА

проведено дві дуги, які перетинають коло відповідно в точках В, F i C, E.

Точки А, В, C, D, E, F послідовно сполучено. Доведіть, що шестикутник

АВCDEF – правильний.

310. За малюнком 107 складіть план побудови правильного шестикутника. До>

ведіть, що шестикутник АВCDEF – правильний.

У задачі 311 правильний n�кутник побудуйте за допомогою транспор�

тира, циркуля і лінійки. Для цього:

1) проведіть коло і побудуйте за допомогою транспортира центральний

кут у 
360°

n
 (мал. 108); отримаєте дві вершини n�кутника, наприклад А і В;

2) розхилом циркуля, що дорівнює АВ, поділіть

коло на n рівних частин і точки поділу послідов�

но сполучіть.

311. Побудуйте правильний: 1) трикутник;

2) восьмикутник; 3) дев’ятикутник; 4) десятикутник.

У задачах 312 – 315, щоб побудувати правиль�

ний n�кутник за стороною а:

1) обчисліть радіус описаного навколо нього

кола  R = °
180

2sin
n

a
  і проведіть це коло;

Мал. 105                  Мал. 106                  Мал. 107

Мал. 108
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2) розхилом циркуля, що дорівнює даній стороні n�кутника, поділіть

коло на n рівних частин.

312. Побудуйте правильний 5>кутник зі стороною:

1) 3 см; 2) 4 см.

313. Побудуйте правильний 9>кутник зі стороною:

1) 2 см; 2) 4 см.

314. Побудуйте правильний 11>кутник зі стороною:

1) 3 см; 2) 2 см.

315. За даною стороною  3 см побудуйте правильний:

1) 8>кутник; 2) 12>кутник.

316*. Побудуйте правильний восьмикутник зі стороною, що дорівнює даному

відрізку АВ = а.

317*. Побудуйте правильний 12>кутник зі стороною, що дорівнює даному відрізку

АВ = а.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

318. На квадратній ділянці землі потрібно розбити клумбу для квітів у формі

правильного восьмикутника. Запропонуйте спосіб побудови такої клумби.

319*. Як розбити клумбу для квітів у формі п’ятикутної зірки?

§10.§10. ДОВЖИНА КОЛА.
ДОВЖИНА ДУГИ КОЛА

У 6 класі за допомогою вимірювання ви відшукали формулу для об�
числення довжини кола c = 2πR, де R – радіус кола, π ≈ 3,14.

Як вивести цю формулу більш строго?
Подивіться на малюнки 109 – 111. Зрозуміло, що при необмежено�

му збільшенні кількості сторін n вписаного в коло правильного n�кут�
ника його периметр P

n
 необмежено наближається до довжини кола C.

Якщо n дуже велике, то довжина кола дуже мало відрізняється від
периметра P

n
.

Мал. 109 Мал. 110 Мал. 111
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Виведемо формулу для обчислення довжини кола. Візьмемо два довіль�
них кола (мал. 112). Нехай C і C ′ – їхні довжини, а R і R′ – радіуси кіл. У
кожне з цих кіл впишемо правильні n�кутники з однаковим числом
сторін. Позначимо їхні сторони через a

n
 і a

n
′, а через P

n
 і P

n
′ – їхні пери�

метри. Виразимо периметри цих n�кутників через радіуси R і R ′ кіл.

P
n
 = n · a

n
= n · 2R sin

180°

n
 і P′

n
 = n · a′

n
 = n · 2R′sin

180°

n
.

Поділивши ці рівності почленно, одержимо: 
Pn
Pn′

=
2

2

R

R′
. Якщо число

сторін n необмежено збільшувати, то периметри P
n
 і P

n
′ прямуватимуть

до довжин кіл C і C′, а відношення периметрів  – до відношення кіл 
C

C′
.

Отже, 
C

C′
=

2

2

R

R′
 або 

2

C

R
=

′
′2

C

R
.

Ми довели таку властивість довжини кола: відношення довжини кола
до його діаметра одне й те саме для кожного кола.

Це відношення позначається грецькою буквою π (читається «пі»):

2

C

R
= π. Число π – ірраціональне. Наближене значення π ≈ 3,1416.

Оскільки 
2

C

R
= π, то довжина кола обчислюється за формулою:

C = 2πππππR.

Радіус R або діаметр D кола, довжина якого C, знаходьте з формули

C = 2πππππR: R =
2

C

π
 або  D =

C

π
.

Знайдемо довжину l дуги кола, яка відповідає центральному куту n°
(мал. 113). Розгорнутому куту відповідає довжина півкола πR. Отже, куту

в 1° відповідає дуга довжиною 
180°

Rπ
. Тоді довжина l дуги, що відповідає

куту n°, виражається формулою:

l = 
180

Rn°

°

π
.

Мал. 112                                                  Мал. 113
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З а д а ч а .  Довжина дуги кола дорівнює 4π см, а її градусна міра – 120°.

Знайдіть радіус кола.

Р о з в’я з а н н я .  З формули l =
°

π °

180

Rn
 знаходимо:

R = = 
⋅

⋅
π
π

4 180°

120°
= 6 (см).

Пам’ятайте, що за формулою l =  також знаходимо:

1) радіус R кола за довжиною його дуги l та її градусною мірою n°:

R = ;

2) градусну міру n° дуги за її довжиною l та радіусом R кола:

n°= .

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Позначення буквою π відношення кола до його діа<

метра ввів у 1706 р. англійський математик У. Джонс.

Воно походить від грецького слова περιϕερεια – пери<

ферія, що означає «коло». Леонард Ейлер (1707 –

1783), застосовуючи методи вищої математики, знайшов

для π наближення з 153 правильними знаками.

Знайти наближення π намагалися ще в глибоку давни<

ну. Вавилоняни (близько 2000 р. до н. е.) відкрили, що

радіус шість разів уміщується в колі, звідси було зроб<

лено припущення, що довжина кола дорівнює 6R.

У III ст. до н. е. видатний давньогрецький учений Архі<

мед знайшов для π дуже просте число 
22

7
, тобто 3

1

7
.

Це число відрізняється від точного значення π менш

ніж на 0,002.

2. У 7 класі ви дізналися, що кути вимірюють не лише в градусах, а й у радіанах.

Що таке радіанна міра кута?

Радіанною мірою кута називається відношення довжини відповідної дуги до

радіуса кола. З формули для довжини дуги кола випливає, що 
R

l
=

π
180°

· n °, тобто

радіанну міру кута отримуємо з градусної множенням на 
π

180°
. Зокрема радіанна

міра кута 180° дорівнює π, радіанна міра прямого кута дорівнює 
π
2

. Одиницею

радіанної міри кутів є радіан. Кут один радіан – це кут, довжина дуги якого

Леонард Ейлер
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Мал. 114

дорівнює радіусу (мал. 114). Градусна міра кута

в один радіан дорівнює 
π

180°
� 57°.

Оскільки 
°

180°

nπ
 є радіанною мірою дуги, то фор<

мулу довжини дуги можна записати ще й так:

l = αR, де α – радіанна міра дуги.

Отже, довжина дуги кола дорівнює добутку її

радіанної міри на радіус.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Доведіть, що відношення довжини кола до його діаметра одне й те саме

для кожного кола.

2. За якою формулою знаходять довжину кола?

3. Яке наближене значення π?

4. Виведіть формулу для обчислення довжини дуги кола.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

320'. Накресліть коло. Виміряйте його радіус і знайдіть довжину кола.

321'. Знайдіть довжину кола, радіус якого дорівнює:

1) 5 см; 2) 10 см; 3) 12 см.

322'. Обчисліть довжину кола, якщо його діаметр дорівнює:

1) 4 см; 2) 6 см; 3) 8 см.

323'. Знайдіть радіус кола, довжина якого дорівнює:

1) 4π см; 2) 14π см; 3) 2π см.

324°. R – радіус кола, D – його діаметр, C – довжина кола. Накресліть у

зошиті таблицю 13 та заповніть її.

Таблиця  13

R 2,5 см 11 см

D 20 см 9,6 см

C 18,4π см

325°. Побудуйте коло, довжина якого дорівнює:

1) 6π см; 2) 18π см; 3) 20π см.

326°. Як зміниться довжина кола, якщо його радіус:

1) збільшити на 5 см; 2) зменшити на 3 см; 3) збільшити у 2 рази?

327°. Сторона правильного трикутника дорівнює 6 3  см.

Знайдіть довжину кола:

1) вписаного в цей трикутник; 2) описаного навколо нього.
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328°. Сторона квадрата дорівнює 8 см. Обчисліть довжину кола:

1) вписаного в цей квадрат; 2) описаного навколо нього.

329°. Знайдіть довжину кола, описаного навколо прямокутника, якщо його сто<

рони дорівнюють:

1) 5 см і 12 см; 2) 7 см і 24 см; 3) 12 см і 16 см.

330°. Знайдіть довжину кола, вписаного в ромб, якщо його сторона і кут дорів<

нюють: 1) 6 см і 30°; 2) 4 см і 45°; 3) 8 см і 60°.

331°. Сторона правильного шестикутника дорівнює 10 см.

Обчисліть довжину кола:

1) вписаного в цей шестикутник; 2) описаного навколо нього.

332°. Знайдіть довжину дуги кола радіуса 6 см, яка відповідає центральному куту:

1) 30°; 2) 60°; 3) 120°.

333°. Дузі кола довжиною l відповідає центральний кут n°. Знайдіть радіус кола,

якщо: 1) l = 3 см, n° = 15°; 2) l = 12π см, n° = 20°; 3) l = 6 см, n° = 18°.

334°. Довжина дуги кола радіуса R дорівнює l. Знайдіть градусну міру централь<

ного кута, якому відповідає ця дуга, якщо:

1) l = 4π см, R = 9 см; 2) l = 6π см, R = 10 см; 3) l = 8π см, R = 18 см.

335. Висота ромба, проведена з вершини тупого кута, ділить сторону на відрізки

b і c, рахуючи від вершини гострого кута. Знайдіть довжину кола, вписаного

у ромб, якщо:

1) b = 6 см, c = 4 см; 2) b = 5 см, c = 8 см.

336. Знайдіть довжину кола, вписаного у ромб, якщо його діагоналі дорівню<

ють: 1) 18 см і 24 см; 2) 12 см і 16 см.

337. У рівнобічну трапецію з основами a, b і бічною стороною c вписано коло.

Знайдіть довжину кола, якщо:

1) a = 2 см, b = 18 см, c = 10 см;

2) a = 32 см, b = 18 см, c = 25 см.

338. Основи рівнобічної трапеції дорівнюють a і b, а діагональ – d. Знайдіть

довжину кола, описаного навколо трапеції, якщо:

1) a = 6 см, b = 18 см, d = 20 см;

2) a = 16 см, b = 8 см, d = 13 см.

339. Обчисліть сторону правильного трикутника, якщо:

1) довжина кола, вписаного в цей трикутник, дорівнює 8πππππ см;

2) довжина кола, описаного навколо нього, дорівнює 14πππππ см.

340. Знайдіть сторону правильного шестикутника, якщо:

1) довжина кола, вписаного в цей шестикутник, дорівнює 6 3 πππππ см;

2) довжина кола, описаного навколо нього, дорівнює 2πππππ см.

341. Як побудувати коло, довжина якого дорівнює:

1) сумі довжин двох даних кіл; 2) різниці довжин двох даних кіл?

342. Знайдіть довжину кола, якщо вона більша за діаметр:

1) на 10 см; 2) на m.
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Мал. 118 Мал. 119 Мал. 120

343. Довжини двох кіл, що мають спільний центр, дорівнюють C і C
1
. Знайдіть

ширину кільця AB (мал. 115), якщо:

1) C = 10π см, C
1 

= 4π см; 2) C = 16π см, C
1 

= 6π см.

344. Порівняйте периметри фігур, зображених на малюнках 116 і 117.

345. R – радіус кола, l – довжина дуги, яка відповідає центральному куту

n°. Накресліть у зошиті таблицю 14 та заповніть її.

Таблиця  14

R 15 см 12 см

n° 45° 40°

l 20π см 2π см

346. За даною довжиною дуги l знайдіть хорду, яка сполучає її кінці, якщо дуга

містить: 1) 60°; 2) 90°; 3) 120°.

347. Знайдіть довжину дуги, якщо хорда, що її стягує, дорівнює a, а дуга містить:

1) 60°; 2) 90°; 3) 120°.

348. За даними на малюнках 118 – 120 знайдіть периметри заштрихованих

фігур.

349*. Три кола попарно дотикаються зовні. Знайдіть довжину кола, яке прохо<

дить через точки дотику, якщо радіуси трьох кіл дорівнюють:

1) 9 см, 16 см, 20 см; 2) 1 см, 2 см, 3 см.

Мал. 115 Мал. 116 Мал. 117
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350*. У колі по один бік від центра проведено дві паралельні хорди довжиною a

і b. Відстань між хордами дорівнює c. Знайдіть довжину кола, якщо:

1) a = 40 см, b = 48 см, c = 8 см;

2) a = 120 см, b = 32 см, c = 38 см.

351*. Діаметр 2R  кола поділено на n рівних частин і на кожній із цих частин, як

на діаметрі, описано коло. Чому дорівнює сума довжин цих кіл?

352*. Дуга в 60° довша за хорду, яка її стягує, на 14 см. Знайдіть довжину хорди.

353*. Дуга радіуса 4 см, що відповідає центральному куту в 120°, дорівнює дов<

жині деякого кола. Знайдіть радіус цього кола.

354*. В одному з двох кіл, що перетинаються, дуга, яку стягує їхня спільна хор<

да, дорівнює 45°, а дуга другого кола – 60°. Яке коло має більшу довжину?

355*. Спільна хорда двох кіл стягує дуги в 60° і 120°. Знайдіть відношення

довжин цих кіл.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

356. Скільки треба стовпчиків для паркана навколо майданчика, що має форму

круга, якщо відстань між стовпчиками (за дугою кола) повинна бути близько

півтора метра, а діаметр майданчика 60 м?

357. Щоб знайти товщину дерева (діаметр), можна виміряти його обхват (довжи<

ну кола). Обчисліть товщину дерева, обхват якого дорівнює: 1) 2 м; 2) 2,5 м.

358. На котушці є 80 витків дроту. Знайдіть довжину дроту, якщо діаметр котуш<

ки 0,5 м.

359. Вантаж піднімають за допомогою блока, який зображено на малюнку 121.

На яку висоту підніметься вантаж за 9 обертів блока, якщо його діаметр

дорівнює 20 см.

360. Як знайти відстань до води в колодязі, якщо можна виміряти діаметр вала,

на який намотується ланцюг для відра?

361. Знайдіть довжину земного екватора, якщо радіус земної кулі дорівнює

6370 км.

Мал. 121
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§11.§11. ПЛОЩА КРУГА
ТА ЙОГО ЧАСТИН

Ви вже знаєте, що кругом називається частина площини, обмежена
колом (мал.122).

Виведемо формулу для обчислення площі круга. Впишемо в круг ра�
діуса R правильний многокутник ABCD…F (мал. 123) і обчислимо його
площу. Радіуси, проведені у вершини многокутника, розбивають його
на n трикутників, кожний з яких дорівнює трикутнику AOF.

Тому S
ABCD…F 

= n · S�AOF
.  Проведемо апофему ОK  n�кутника. Оскільки

S�AOF 
= 

1

2
AF · OK, то S

ABCD…F 
=

1

2
(nAF · OK)= 

2

P OK⋅
, де Р – периметр n�кут�

ника. При досить великому n периметр Р як завгодно мало відрізняється
від довжини кола C = 2πR, апофема ОK – від радіуса R кола, а площа
многокутника S

ABCD…F
 як завгодно мало відрізняється від площі S круга.

Тоді площа круга дорівнюватиме:  S =
CR

2
=

π ⋅R R2

2
= πR2.

Отже, S = πππππR2 .

З а д а ч а .  Знайдіть радіус круга, площа якого дорівнює 25π см.

Р о з в’я з а н н я .  З формули S = πR 2 дістанемо: R 2 =
S

π
=

25π
π

= 25 (см).

Звідки R = 25 = 5 (см).

Радіус R або діаметр D круга, площа якого S, знаходьте з формули

S = πππππR2: R =
S

π
 або D = 2

S

π
.

Круговим сектором називається частина круга, обмежена
двома радіусами і дугою.

Мал. 123Мал. 122
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Мал. 125 Мал. 126

?

Мал. 124

На малюнку 124 сектор АОВ заштрихований. Дуга, яка обмежує сек�
тор, називається дугою сектора.

Нехай сектор АОВ круга радіуса R має центральний кут п°. Тоді пло�

ща сектора з центральним кутом в 1° дорівнює 

2

360°

Rπ
, а площа сектора з

центральним кутом п° визначається за формулою: S =

2

360°

πR n°
.

Круговим сегментом називається частина круга, обмежена
хордою і дугою.

На малюнку 125 сегмент АМВ заштрихований.
Розглянемо сегмент круга, дуга якого містить п°. Якщо п° < 180°

(мал. 125), то площа сегмента дорівнює різниці площ сектора АОВ і
�АОВ, а якщо п° > 180° –  то  їх сумі (мал. 126).

Як знайти площу сегмента, якщо його дуга містить 180°? Матимемо

півкруг, площа якого 

2

2

Rπ
.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Стародавні греки намагалися побудувати циркулем

і лінійкою квадрат, рівновеликий даному кругу, і тим

самим точно обчислити площу круга. Задача отрима<

ла назву – квадратура круга.

Один з підходів до розв’язування цієї задачі обрав

Гіппократ з острова Хіос (південна частина Егейсь<

кого моря), який жив у V ст. до н. е. Задачу про квад<

ратуру круга вчений намагався розв’язати, відшуку<

ючи квадратуру серпків – фігур, обмежених дуга<

ми двох кіл. Найпростіші серпки Гіппократа L
1
 і L

2

(мал. 127) можна отримати, якщо у півколо вписати

прямокутний трикутник АВС і на його катетах Гіппократ
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побудувати півкола. Вчений довів, що площа двох серпків дорівнює площі три<

кутника: S
L1

+ S
L2

= S�ABC
.

Наступна задача, на думку Гіппократа, була найближчою до розв’язання пробле<

ми квадратури круга. У півколо вписано рівнобічну трапецію АВСD – половину

правильного шестикутника – і на її трьох рівних сторонах побудовано півкола

(мал. 128). Тоді сума площ утворених трьох однакових серпків рівновелика площі

трапеції: S
L1

+ S
L2

+ S
L3

= S
ABCD

.

Це вперше в історії математики за допомогою циркуля і лінійки вдалося пере<

творити фігуру, обмежену кривими лініями, в рівновелику їй прямолінійну фігу<

ру. Вчений сподівався, що те саме можна зробити з кругом. Але сподівання були

марними. Неможливість розв’язати задачу про квадратуру круга була доведена

наприкінці XIX ст. німецьким математиком Карлом Ліндеманом (1852 – 1939 рр.).

Внесок Гіппократа був гідно поцінований – і сьогодні вживається термін «Гіппок<

ратові серпки». Вираз «Квадратура круга» у повсякденному житті означає, що

дану задачу, проблему розв’язати не можна.

2. Слово «сектор» походить від латинського sector – той, що відсікає. Слово

«сегмент» теж латинського походження і означає відрізок.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Виведіть формулу площі круга.

2. Що таке сектор? Сегмент?

3. Виведіть формулу для обчислення площі кругового сектора.

4. Поясніть, як знайти площу кругового сегмента.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

362'. Накресліть коло і виміряйте його радіус. Обчисліть площу круга, обмеже<

ного цим колом.

363'. Знайдіть площу круга, радіус якого дорівнює:

1) 4 см; 2) 6 см; 3) 9 см.

364'. Обчисліть площу круга, якщо його діаметр дорівнює:

1) 10 см; 2) 12 см; 3) 16 см.

365'. Знайдіть радіус круга, площа якого дорівнює:

1) 25π см2; 2) 9π см2; 3) 36π см2.

366'. Накресліть круг, площа якого дорівнює: 1) 4π см2; 2)16π см2; 3) 49π см2.

Мал. 127 Мал. 128
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367°. Доведіть, що площу круга можна обчислювати за формулами:

1) S =
π 2

4

D
; 2)S =

2

C
R ; 3)S =

π

2

4

C
.

368°. Як зміниться площа круга, якщо його радіус:

1) збільшити в 3 рази; 2) зменшити в 2 рази; 3) збільшити в 4 рази?

369°. Знайдіть радіус круга, якщо його площа і довжина кола мають одне й те

саме числове значення.

370°. Обчисліть площу круга, якщо довжина його кола дорівнює:

1) π см; 2) 6π см; 3) 8π см.

371°. Сторона правильного трикутника дорівнює 4 3  см.

Знайдіть площу круга:

1) вписаного в цей трикутник; 2) описаного навколо нього.

372°. Обчисліть площу круга, вписаного в квадрат і описаного навколо нього,

якщо сторона квадрата дорівнює: 1) 10 см; 2) 14 см; 3) 18 см.

373°. Знайдіть площу круга, якщо сторони вписаного в нього прямокутника дорів<

нюють: 1) 6 см і 8 см; 2) 10 см і 24 см; 3) 12 см і 16 см.

374°. Сторона правильного шестикутника дорівнює 12 см.

Знайдіть площу круга:

1) вписаного в цей шестикутник; 2) описаного навколо нього.

375°. Доведіть, що площу сектора можна обчислювати за формулою: S =
2

Rl
,

де l –дуга сектора, R – радіус круга.

376°. Знайдіть площу сектора круга радіуса 6 см, якщо відповідний цьому секто<

ру центральний кут дорівнює: 1) 10°; 2) 20°; 3) 100°.

377°. Знайдіть площу сектора круга радіуса 18 см, якщо дуга сектора дорівнює:

1) 2π см; 2) 5π см; 3) 8π см.

378°. Обчисліть площу кругового сегмента, якщо радіус кола дорівнює R, а дуга

містить: 1) 90°; 2) 60°.

379. Доведіть, що довжину кола можна обчислювати за формулою:

C = 2 πS , де S – площа круга.

380. Знайдіть довжину кола, якщо площа круга дорівнює:

1) 4π см2; 2) π см2; 3) 81π см 2 .

381. S – площа круга, R і  C  – радіус і довжина його кола. Накресліть у зошиті

таблицю 15 та заповніть її.

R 10 см 3 см

C 20π см 2π см 12π см

S 25π см2 9π см2

382. Що більше – площа круга, побудованого на відрізку а як на діаметрі, чи

площа півкруга, побудованого на відрізку 2а як на діаметрі?

Таблиця  15
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383. У скільки разів площа півкруга радіуса R більша за суму площ двох півкругів

з радіусами 
2

R
.

384. Яка залежність між площами кругів, вписаного в правильний трикутник і

описаного навколо нього?

385. Знайдіть діаметр круга, якщо його площа дорівнює:

1) сумі площ двох кругів з радіусами 3 см і 4 см;

2) різниці площ двох кругів з радіусами 10 см і 8 см.

386. Знайдіть відношення площ вписаного й описаного кругів:

1) для правильного трикутника; 2) для квадрата;

3) для правильного шестикутника.

387. Знайдіть площі кругів, описаного навколо правильного трикутника і вписа<

ного в нього, якщо площа трикутника дорівнює: 1) 12 3 см2; 2) 3 3 см2.

388. Знайдіть площі кругів, описаного навколо квадрата і вписаного в нього, якщо

площа квадрата дорівнює: 1) 16 см2; 2) 36 см2.

389. Радіуси двох кіл зі спільним центром дорівнюють R і r (мал. 129). Ви-

ведіть формулу для обчислення площі кільця, обмеженого цими колами.

390. Знайдіть площу кільця, обмеженого двома колами зі спільним центром, якщо

радіуси кіл дорівнюють: 1) 2 см і 8 см; 2) 4,6 см і 5,4 см.

391. Усередині даного круга проведено коло, яке ділить

його площу навпіл. Знайдіть радіус цього кола.

392. Площа сектора круга радіуса R  дорівнює S. Знайдіть

центральний кут сектора, якщо:

1) R = 3 см, S = 4π см2; 2) R = 10 см, S = 20π см2.

393. Площа сектора дорівнює S, а центральний кут, що

відповідає цьому сектору, дорівнює n°.

 Обчисліть радіус круга, якщо:

1) S = 25 см2, n° = 18°; 2) S = 14 см2,  n° = 45°.

394. На малюнках 130 – 133 зображено вписані в коло або описані навколо ньо<

го правильні трикутники і чотирикутники. Обчисліть площі заштрихованих

частин фігур, якщо радіус кола R.

395*. Навколо круга, площа якого дорівнює S, описано ромб з кутом 30°. Обчисліть

площу цього ромба.

Мал. 129

Мал. 130                   Мал. 131                  Мал. 132                 Мал. 133
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396*. 1) Навколо правильного трикутника з площею Q

описано коло і в цей самий трикутник вписано

коло. Знайдіть площу кільця, обмеженого цими

колами (мал. 134).

2) Узагальніть задачу для правильного n<кутника.

397*. У кільці, утвореному двома колами зі спільним

центром, хорда більшого кола, яка дотикається до

меншого, дорівнює m. Знайдіть площу кільця.

398*. Дуга сегмента містить 120°, а її довжина дорівнює l.
Знайдіть площу круга, вписаного в цей сегмент.

399*. У круговий сектор з центральним кутом 60° вписано круг (мал. 135). Знайдіть

відношення площі сектора до площі вписаного круга.

400*. Три кола радіуса R попарно дотикаються зовні (мал. 136). Обчисліть пло<

щу «криволінійного трикутника», обмеженого дугами цих кіл.

401*. На кожній стороні а квадрата зовні нього побудовано півколо і навколо квад<

рата описано коло (мал. 137). Обчисліть суму площ заштрихованих серпків.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

402. Дві водопровідні труби з діаметрами 6 см і 8 см треба замінити однією тру<

бою з такою самою пропускною здатністю. Знайдіть діаметр цієї труби.

403. Обчисліть площу поперечного перерізу дерева, якщо його обхват (довжина

кола) дорівнює: 1) 90 см; 2) 1,5 м.

404. Якої товщини шар треба зняти з круглого мідного дроту, що має площу

перерізу 314 мм2, щоб дріт проходив крізь отвір діаметром 18,5 мм?

405. Діаметр заготовки дорівнює 30 мм. Поперечний переріз після обробки

цієї заготовки – квадрат із стороною 20 мм.

Скільки відсотків становлять відходи металу?

406. Навколо круглої клумби є доріжка, яка прилягає

до клумби. Довжина зовнішнього кола доріжки

дорівнює 25 м, а ширина її – 0,5 м. Скільки потрібно

піску, щоб посипати ним доріжку, якщо на 1 м2

доріжки потрібно 0,8 дм2 піску?

Мал. 135Мал. 134 Мал. 136

Мал. 137
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КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ

1. Доведіть, що навколо правильного n<кутника можна описати коло і в ньо<

го можна вписати коло.

2. Виведіть формули для радіусів вписаного і описаного кіл правильного

n<кутника.

3. Поясніть, як побудувати правильний шестикутник, трикутник і чотири<

кутник.

4. Доведіть, що відношення довжини кола до його діаметра одне й те саме

для кожного кола.

5. За якою формулою обчислюється довжина кола, довжина дуги кола?

6. Виведіть формулу площі круга.

7. Запишіть і поясніть формулу для обчислення площі кругового сектора.

8. Поясніть, як знайти площу кругового сегмента.

ПЕРЕВІРТЕ, ЯК ЗАСВОЇЛИ МАТЕРІАЛ РОЗДІЛУ 280
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ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ

Уважно прочитайте задачі і знайдіть серед запропонованих відпові�
дей правильну. Для виконання тестового завдання потрібно 10 – 15 хв.

№ 1

1о  Знайдіть центральний кут правильного n<кутника, якщо n = 36.

А. 5°. Б. 12°. В. 20°. Г. 10°.

2о Знайдіть кут правильного n<кутника, якщо n = 6.

А. 100°. Б. 110°. В. 120°. Г. 90°.

3
о

Знайдіть радіус кола, вписаного в квадрат, якщо периметр квадрата

дорівнює 24 см.

А. 5 см. Б. 3 см. В. 4 см. Г. 6 см.

4 Скільки сторін має правильний n<кутник, якщо його зовнішній кут дорів<

нює 20°?

А. 18. Б. 20 . В. 15. Г. 10.

5* Знайдіть радіус кола, вписаного в правильний шестикутник, якщо раді<

ус описаного кола дорівнює 8 3 см.

А. 8 см. Б. 10 см. В. 24 см. Г. 12 см.

№ 2

1о  Знайдіть радіус кола, якщо його довжина дорівнює 20π см.

А. 5 см. Б. 15 см. В. 20 см. Г. 10 см.

2о Знайдіть довжину дуги кола радіуса 9 см, яка відповідає центральному

куту 20°.

А. 4π см. Б. 2π см. В. π см. Г. 6 см.

3
о

Знайдіть діаметр круга, якщо його площа дорівнює 64π см2.

А. 8 см. Б. 16 см. В. 24 см. Г. 12 см.

4 Знайдіть довжину кола, якщо площа круга дорівнює 16π см2.

А. 6π см. Б. 12π см. В. 10π см. Г. 8π см.

5* Знайдіть довжину кола, вписаного в ромб з гострим кутом 30°, якщо

його сторона дорівнює 12 см.

А. 6π см. Б. 12π см. В. 3π см. Г. 8π см.
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У розділі
дізнаєтесь:
що таке прямо�
кутна декартова
система коорди�
нат і як у ній
визначають коор�
динати точки;

як знайти довжи�
ну відрізка за
координатами
його кінців
та координати
середини
відрізка;

що таке рівняння
фігури;
які рівняння кола
і прямої;

які є види рівнян�
ня прямої;

що таке метод
координат і як
його застосувати
до розв’язування
геометричних
задач та задач
практичного
змісту

Д Е К АР ТО В І
КО О Р Д И Н АТ И  Н А  РОЗДІЛ3
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ДЕКАРТОВІ КООРДИНАТИ
НА ПЛОЩИНІ

З курсу алгебри ви знаєте, як ввести прямокутну декартову систему
координат XOY на площині (мал. 138). Площину із введеною на ній си�
стемою координат називають координатною площиною.

Кожній точці на координатній площині можна поставити у відпо�
відність єдину пару чисел, узятих у певному порядку, і, навпаки, кожній
парі чисел відповідає єдина точка координатної площини. Така упоряд�
кована пара чисел називається координатами точки у даній системі
координат. Нагадаємо, щоб визначити координати точки, треба: через
дану точку провести дві прямі, паралельні осям координат; на коорди�
натних осях відмітити числа, які відповідають точкам перетину цих пря�
мих з осями; з отриманих чисел утворити упорядковану пару. На малюн�
ку 139 точка А має координати: А (3; 2).

Мал. 138                Мал. 139                Мал. 140

З а д а ч а .  Дано три точки: А (4; 0), В (1; – 3), С (– 1; 3). Чи існує трикутник з

вершинами у даних точках?

Р о з в’я з а н н я .   Задамо прямокутну декартову систему координат і по+

будуємо у ній дані точки за їхніми координатами (мал. 140). Очевидно, що

точки А, В і С не лежать на одній прямій. Тому трикутник АВС  існує.

Чи можна строго обґрунтувати висновок, який отримали у задачі? Так.
Наприклад, скориставшись нерівністю трикутника. Але для цього треба
знати, як знаходити відстань між двома точками за їх координатами.

Теорема
(про відстань між двома точками із заданими координатами).
Відстань між двома точками дорівнює кореню квадратному
із суми квадратів різниць їх відповідних координат.

§12.§12.

?
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Мал. 141                 Мал. 142

Д а н о :   ХОY – прямокутна декартова система координат (мал. 141),

      A (х
1
; y

1
),  В (х

2
; y

2
).

Д о в е с т и : 2

12

2

12
)()( yyххАВ −+−= .

Д о в е д е н н я .  Нехай точки А і В містяться у першій координатній чверті,

причому х
1
 < х

2
 і y

1
 < y

2
 (мал. 141). З’єднаємо точки А і В відрізком та про+

ведемо через них прямі, паралельні осям координат (мал. 142). Нехай C –

точка перетину цих прямих. Утворився прямокутний трикутник АВС, у якого

кут С прямий, катет АС = х
2
 – х

1
, катет ВС = y

2
 – y

1
, довжина гіпотенузи АВ

є шуканою відстанню між точками А і В. За теоремою Піфагора,

АВ 2 = АС 2 + ВС 2 = 2

12

2

12
)()( yyхх −+− . Звідси 2

12

2

12
)()( yyххАВ −+−= .

Інші випадки розгляньте самостійно.

Чи залежить формула довжини відрізка від розміщення його кінців у
системі координат? Не залежить.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Прямокутна декартова система координат названа на честь видатного фран+

цузького вченого Рене Декарта (1596 – 1650), відомого значними досягненнями в

галузі філософії, математики, фізики, фізіології. Математичні дослідження Де+

карта тісно пов’язані з його філософськими і фізичними роботами. У «Геометрії»

(1637) Декарт уперше ввів поняття змінної і функції,

їх теперішнє позначення малими латинськими буква+

ми х, y. Встановлений ним зв’язок між відрізками і

числами зумовив взаємне проникнення геометрії та

алгебри, зародження нового розділу математичної

науки – аналітичної геометрії. Її методи широко

використовують у багатьох галузях сучасних матема+

тичних досліджень.

 2. Прямокутна система координат широко застосо+

вується в науці, техніці, на практиці. Наприклад, з

курсу фізики ви знаєте, що у такій системі коорди+

нат зображають графік руху (мал. 143), графік за+

лежності кількості теплоти, що виділяється під час

згоряння свіжої деревини, від маси палива (мал. 144)

?

Рене Декарт
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та ін. Загальнішим є випадок, коли осі координат не

перпендикулярні і шкали на них не рівнозначні

(мал. 145). Таку систему координат називають

афінною (загальною косокутною).

3. Історія свідчить, що Р. Декарт використовував ко+

сокутну систему координат з рівнозначними шкалами

(мал. 146), причому лише її першу чверть. У такій сис+

темі координат також можна знаходити довжини

відрізків. Але при цьому треба враховувати коорди+

натний кут ϕ (мал. 146). Відстань від точки A (х
1
; y

1
) до

початку координат можна обчислити за формулою:

AO =
2 2

1 1
2 cosx y xy+ + ϕ , а між точками A (х

1
; y

1
) і В (х

2
; y

2
) – за формулою:

AB = ( ) ( ) ( )( )2 2

2 1 2 1 2 1 2 1
2 cosx x y y x x y y− + − + − − ϕ .

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Поясніть, як побудувати прямокутну декартову систему координат на пло+

щині.

2. Яку назву мають осі координат? Точка їх перетину?

3. Що називають координатною площиною?

4. Поясніть, як визначити координати точки.

5. Сформулюйте і доведіть теорему про відстань між двома точками із зада+

ними координатами.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

407'. За даними на малюнках 147 – 149 визначте координати позначених точок.

408'. Задайте прямокутну декартову систему координат на площині та побудуй+

те у ній точки: А (1; 1), В (1; – 1), С (– 1; – 1), D (– 1; 1).

409'. Які знаки мають координати точок у координатних чвертях?

Заповніть таблицю 16.

Мал. 143 Мал. 144 Мал. 145

Мал. 146
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Таблиця  16

І чверть ІІ чверть ІІІ чверть ІV чверть

Знак абсциси

Знак ординати

Координати точки М М (x; y) М (– x ; y) М (– x; – y) М (x ; – y)

410'. Не виконуючи побудови, з’ясуйте, в якій координатній чверті лежить точка:

А (– 145; 200), В (358; – 422), С (218; 3390), D (– 139; – 247),

Е (– 371; 2108), F (792; 6203), K (953; – 712), L (– 37401; – 47732).

411'. Запишіть координати точки В, якщо з точкою А (3; 4) вона має:

1) рівні абсциси, але протилежні ординати;

2) рівні ординати, але протилежні абсциси;

3) протилежні абсциси і протилежні ординати;

4) рівні абсциси і рівні ординати.

412°. Через точку А (3; 2) проведіть пряму, паралельну осі: 1) абсцис; 2) ординат.

З’ясуйте, чи лежать на цій прямій точки В (– 3; 2), С (2; 3), D (3; – 2).

413°. Точки А і В мають координати:

1) А (– 5; – 2), В (– 1; – 4); 2) А (2; 4), В (2; – 4);

3) А (3; 1), В (– 3; 1).

Чи перетинає відрізок АВ осі координат? Відповідь поясніть.

414°. Знаючи координати точки, знайдіть відстань від цієї точки до вказа�

ної осі координат. Заповніть таблицю 17.

Координати

точки
(5; – 1) (– 5; – 1) (5; 1) (– 5; 1) (– 2; – 4) (– 2; 4)  (2; – 4) (2; 4)

Відстань до

осі абсцис

Відстань до

осі ординат

Мал. 147                       Мал. 148                    Мал. 149

Таблиця  17
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415°. Визначте відстань між точками:

1) А (0; 0), В (3; 4); 2) А (– 5; – 7), В (3; 8);

3) А (5; – 1), В (– 3; 8); 4) А (– 6; 3), В (4; – 2).

416°. Знайдіть довжину діаметра кола за координатами його кінців:

1) (3; 4) і (2; – 1); 2) (– 6; 3) і (0; – 5); 3) (5; 2) і (1; – 1).

Який радіус у даного кола?

417°. Знайдіть довжини сторін трикутника АВС, вершини якого мають координати:

1) А (0; 0), В (2; 0), С (– 1; 3);

2) А (1; 2), В (8; 26), С (19; 26);

3) А (– 2; – 1), В (0; 1), С (0; – 3).

418°. Доведіть, що трикутник АВС є рівнобедреним, якщо:

1) А (– 3; 3), В (6; 6), С (3; – 3);

2) А (2; – 3), В (3; 0), С (– 1; – 2);

3) А (– 1; 1), В (2; 3), С (2; – 1).

419°. Доведіть, що трикутник АВС є прямокутним, якщо:

1) А (0; 0), В (1; 2), С (3; 1);

2) А (5; 1), В (7; 2), С (9; – 2);

3) А (– 2; – 1), В (0; 1), С (0; – 3).

420°. Відстань між точками А і В дорівнює d. Знайдіть х, якщо:

1) А (2; 3), В (х; 1), d = 2; 2) А (– 1; х), В (3; 2х), d = 5;

3) А (5; х), В (2; 4), d = 3.

421. На осях координат знайдіть точки, рівновіддалені від двох даних точок:

1) (– 1; 1) і (3; 5); 2) (2; – 1) і (– 2; 1).

422. Визначте довжини сторін трикутника за координатами середин його сторін:

1) (5; 1), (9; 4), (9; – 2); 2) (1; 1), (– 1; – 1), (1; – 2).

423. Дві вершини прямокутного трикутника мають координати:

1) А (2; 5), В (3; 2); 2) А (1; 4), В (9; 6).

Чи може третя його вершина міститися в точці С (8; 8), D (9; 4), О (4; – 1),

М (8; 7)?

424. Знайдіть координати четвертої вершини паралелограма за координатами

трьох його вершин: 1) А (2; 5), В (8; 13), С (16; 9); 2) А (0; 0), В (1; 2), С (3; 1).

425. Які координати має четверта вершина прямокутника, якщо три його вер�

шини мають координати: 1) (2; 5), (3; 2), (8; 7); 2) (4; – 1), (1; 2), (– 1; 0)?

426. Дві вершини квадрата мають координати: 1) (0; 0) і (1; 2); 2) (– 1; – 1) і (2; 0).

Які координати можуть мати дві інші його вершини?

427. Доведіть, що чотирикутник АВСD з вершинами у точках А (5; – 1), В (– 7; – 6),

С (– 12; 6) і D (0; 11) є: 1) паралелограмом; 2) ромбом; 3) квадратом.

428. Який вид чотирикутника АВСD, якщо:

1) А (– 1; – 2), В (– 2; – 4), С (– 6; – 2), D (– 5; 0);

2) А (0; 8), В (– 6; 0), С (2; – 6), D (8; 2)?
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429. Знайдіть площу квадрата, знаючи координати двох суміжних його вершин:

1) (3; 2), (8; 7); 2) (4; – 1), (1; 2).

430. Знайдіть площу квадрата, знаючи координати двох протилежних його вер+

шин: 1) (3; 5), (1; – 3); 2) (– 2; 2), (10; – 3).

431*. Виведіть формулу для обчислення тангенса, синуса і косинуса кута, який

утворює відрізок АВ з додатною піввіссю абсцис, знаючи координати кінців

відрізка.

432*. Який кут утворює відрізок АВ з додатною піввіссю абсцис, якщо:

1) А (0; 2), В (– 2; 4); 2) А (– 1; – 3), В (4; 2)?

433*. Як обчислити кут між двома відрізками, заданими координатами своїх

кінців?

434*. Якого виду трикутник (гострокутний, прямокутний чи тупокутний) з верши+

нами у точках: 1) А (0; 0), В (3; 1), С (1; 7); 2) А (– 2; 1), В (4; 8), С (10; 6)?

435*. Обчисліть площу трикутника АВС за координатами його вершин:

1) А (1; 2), В (2; 4), С (– 2; 5); 2) А (4; 2), В (9; 4), С (7; 6).

436*. Обчисліть площу ромба, якщо три його вершини мають координати:

А (–3; 8), В (1; 5), С (4; 1).

437*. Яку площу має п’ятикутник, заданий координатами своїх вершин:

А (–2; 0), В (0; –1), С (2; 0), D (3; 2), Е (–1; 3)?

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

438. Як на папері в клітинку побудувати

відрізок 2а , 5а , якщо а – довжи+

на сторони: 1) однієї клітинки;

2) двох клітинок?

439. Як на папері в клітинку побудувати пря+

мокутний трикутник з вершинами у вуз+

лах сітки і гіпотенузою, що лежить на

горизонтальній лінії, якщо даний три+

кутник: 1) рівнобедрений;

2) не рівнобедрений?

440. Чи можуть одночасно міститися у вуз+

лах сітки всі вершини правильного:

1) трикутника; 2) шестикутника?

Відповідь поясніть.

441. Основу драбини довжиною 6 м відсу+

нуто від стіни на 1 м. На скільки зни+

зиться верхній кінець драбини, якщо

основу відсунути від стіни ще на 0,5 м?

Розв’яжіть задачу, використовуючи си+

стему координат.
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КООРДИНАТИ
СЕРЕДИНИ ВІДРІЗКА

Знаючи координати кінців відрізка, можна знаходити не тільки його
довжину, а й координати його середини.

Мал. 150 Мал. 151 Мал. 152

Теорема (про координати середини відрізка).
Кожна координата середини відрізка дорівнює
півсумі відповідних координат його кінців.

Д а н о :   ХОY – прямокутна декартова система координат (мал. 150),

   A (х
1
; y

1
),  В (х

2
; y

2
), точка М (х; y) – середина відрізка АВ.

Д о в е с т и : .
2

,
2

2121
yy

y
хх

х
+=+=

Д о в е д е н н я .  Нехай кінці відрізка містяться у першій координатній

чверті, причому х
1
< x

2
 і  y

1
>y

2
 (мал. 150). Через точки А, В і М проведемо

прямі, паралельні осі ОХ (мал. 151). Точки їх перетину з віссю ОY позначи+

мо відповідно А
1
, В

1
 і М

1
. Чотирикутник АА

1
В

1
В – трапеція з основами

АА
1

= х
1
, ВВ

1
 = х

2
. За побудовою, ММ

1
 = х. Оскільки АМ = МВ (за умовою)

і ММ
1

|| АА
1

|| ВВ
1
 (за побудовою), то ММ

1
 – середня лінія трапеції АА

1
В

1
В.

Тому .
2

21
хх

х
+=

Аналогічно доводимо, що у =
1 2

+

2

y y
. Для цього через точки А, В і М прове+

демо прямі, паралельні осі ОY (мал. 152). Точки їх перетину з віссю ОХ по+

значимо відповідно А
2
, В

2
 і М

2
. Чотирикутник АА

2
В

2
В – трапеція з основами

АА
2
 = y

1
, ВВ

2
 = y

2
. За побудовою, ММ

2
 = y. Оскільки АМ = МВ (за умовою) і

ММ
2

|| АА
2

|| ВВ
2
 (за побудовою), то ММ

2
 – середня лінія трапеції АА

2
В

2
В.

Тому у =
1 2

+

2

y y
. Інші випадки розгляньте самостійно.

§13.§13.
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Чи залежать формули координат середини
відрізка від розміщення його кінців у системі
координат? Не залежать.

З а д а ч а .  Знайдіть довжину медіани АМ  трикут+

ника з вершинами у точках: A (– 1; – 1),  В (1; 4),

С (3; 2).

Р о з в’я з а н н я .  Точка М є серединою сторони

ВС (мал. 153), тому вона має координати:

.3
2

24
,2

2

31 =+==+= yх  Довжина медіани АМ

дорівнює відстані між точками А і М.

Отже, .52543))1(3())1(2(
2222 ==+=−−+−−=АМ

Щоб знайти довжину медіани трикутника, знаючи координати його
вершин, визначте координати основи медіани та знайдіть відстань від
цієї точки до протилежної вершини трикутника.

 ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. У вас могло виникнути запитання: Як визначити

координати точки, що ділить даний відрізок у за%

даному відношенні? Дослідимо це.

Нехай кінці відрізка АВ і точка С, що ділить його у

відношенні m : n, мають координати: A (х
1
; y

1
),

В (х
2
; y

2
), С (х; y) (мал. 154). Введемо коефіцієнт про+

порційності k. Тоді АС = mk, ВС = nk. Проведемо

прямі AA
1
, ВВ

1
 і СС

1 
паралельно осі ОХ. З точок А і С

проведемо перпендикуляри до прямих СС
1 

і ВВ
1

відповідно. Нехай �АВВ
1

= α, тоді �АСС
1
 = α

(доведіть це самостійно).

Далі отримаємо: х = х
1

+ mk cos α, 
 
х

2 
=

 
х + nk cos α. З другої рівності виразимо

косинус α, підставимо цей вираз у першу рівність та знайдемо х :

cos α =
2

x x

nk

−
; х = х

1
+ mk ·

2
x x

nk

−
  або х = х

1
+ m ·

2
x x

n

−
.

Звідси nх =
 
nх

1
 + mх

2
 – mх  або (m + n) х = nх

1
 + mх

2
.

Отже, х =
n

m+n
х

1
+

m

m+n
х

2
.

Аналогічно дістанемо, що y =
n

m+n
y

1
+

m

m+n
y

2
.

2. Формули координат точки, що ділить відрізок у заданому відношенні, зокре+

ма координат середини відрізка, справедливі не лише у прямокутній декартовій

системі координат, а й в афінній системі координат. Цей факт ви зможете стро+

го довести пізніше, вивчивши тему «Вектори».

?

Мал. 153

Мал. 154
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ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. За якими формулами визначають координати середини відрізка?

2. Сформулюйте і доведіть теорему про координати середини відрізка.

3. Поясніть, як знайти довжину медіани трикутника, знаючи координати його

вершин.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

442'. Чи правильно записано формули координат середини відрізка з кінцями у

точках A (х
1
; y

1
) і В (х

2
; y

2
):

1) х =
1 2

+

3

x x
, y =

1 2
+

3

y y
; 2) х =

1 1+

2

x x
, y =

2 2+

2

y y
;

 3) х =
1 2

+

2

x x
, y =

1 2
+

2

y y
?

Відповідь поясніть.

443'. Чи є правильним твердження:

1) ордината середини відрізка дорівнює півсумі координат його кінців;

2) абсциса середини відрізка дорівнює півсумі ординат його кінців;

3) абсциса середини відрізка дорівнює півсумі абсцис, а ордината – півсумі

ординат кінців відрізка?

444'. Які координати мають кінці відрізка АВ і його середина (мал. 155 – 157)?

Мал. 155 Мал. 156 Мал. 157

445°. Знайдіть координати середини відрізка з кінцями у точках:

1) А (3; – 1), В (– 1; 1);

2) А (5; 4), В (2; 1);

3) А (5; 7), В (11; 17).

446°. З’ясуйте, чи є точка М серединою відрізка НР, якщо:

1) М (3; 3), Н (1; – 1), Р (4; 5);

2) М (– 2; – 3), Н (3; 0), Р (– 1; – 2);

3) М (7; 9), Н (12; 13), Р (2; 5).
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447°. Точка О є серединою відрізка АВ. За координатами двох даних точок

знайдіть координати третьої точки. Заповніть таблицю 18.

Таблиця  18

Точка А (1; 4) (4; – 6) (5; – 2) (3; 7)

Точка О (– 2; – 1) (– 6; 8) (– 4; 0) (– 1; 4)

Точка В (– 4; 6) (3; – 3) (2; 0) (1; – 4)

448°. Знайдіть координати середин сторін трикутника АВС, якщо:

1) А (– 3; 3), В (6; 6), С (3; – 3); 2) А (2; – 3), В (3; 0), С (– 1; – 2);

3) А (– 1; 1), В (2; 3), С (2; – 3).

Яка довжина медіани ВМ даного трикутника?

449°. Побудуйте паралелограм з вершинами у даних точках:

1) А (– 4; 1), В (0; 5), С (3; 0), D (– 1; – 4);

2) А (– 2; 4), В (– 6; 12), С (– 2; 16), D (2; 8);

3) А (1; – 2), В (2; 1), С (4; – 1), D (– 1; 0).

Які координати має точка перетину діагоналей паралелограма?

450°. Пряма а  проходить через центр кола і перетинає його в точках А і В.

Знайдіть координати центра кола, якщо:

1) А (– 5; 2), В (1; – 4); 2) А (5; – 2), В (– 1; 4); 3) А (5; 2), В (– 1; – 4).

451. Точки Р, Q  і Т ділять відрізок АВ на чотири рівні частини. Знайдіть коорди+

нати цих точок, якщо:

1) А (– 5; 2), В (– 3; – 6); 2) А (1; 3), В (9; – 7).

452. Знайдіть довжини медіан трикутника з вершинами у точках:

1) А (2; – 1), В (– 1; 3), С (– 3; 1); 2) K (0; 0), L (6; 4), M (10; 26).

453. Координати точки перетину діагоналей паралелограма дорівнюють се�

реднім арифметичним відповідних координат вершин паралелограма.

Доведіть.

454. Знайдіть координати точки перетину діагоналей і четвертої вершини пара+

лелограма АВСD, якщо відомі координати трьох його вершин:

1) А (– 2; – 3), В (3; 1), С (– 1; 2); 2) А (– 2; 4), В (– 6; 12), D (2; 8).

455. Яку довжину має середня лінія трапеції ABCD (AB � CD) з вершинами у точках:

1) А (– 5; 0), В (0; 5), С (3; 0), D (– 1; – 4);

2) А (1; – 4), В (– 1 ; – 2), С (2; 1), D (5; – 2)?

456. Знайдіть координати центра кола, описаного навколо трикутника з верши+

нами у точках:

1) А (1; 1), В (2; 3), С (5; – 1); 2) А (– 1; 6), В (– 5; 3), D (– 2; – 1).

457*. Середини сторін трикутника АВС містяться в точках:

1) А
1
 (0; 0), В

1
 (2; 0), С

1
 (– 1; 3); 2) А

1
 (1; 2), В

1
 (8; 26), С

1
 (19; 26);

3) А
1
 (– 2; – 1), В

1
 (0; 1), С

1
 (0; – 3); 4) А

1
 (3; 4), В

1
 (2; – 1), С

1
 (0; 2).

Які координати мають вершини трикутника?
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458*. Доведіть, що сума абсцис (ординат) середин сторін трикутника дорівнює

сумі абсцис (ординат) його вершин.

459*. Чи можна однозначно задати прямокутник координатами двох його вер+

шин і точки перетину діагоналей, якщо дані вершини є:

1) протилежними; 2) суміжними? Відповідь обґрунтуйте.

460*. Якщо протилежні вершини чотирикутника мають координати, такі що сума

абсцис і сума ординат однієї пари вершин дорівнює відповідним сумам дру+

гої пари вершин, то такий чотирикутник – паралелограм. Доведіть.

461*. Середини бічних сторін трапеції мають рівні ординати (абсциси). Чи пара+

лельні її основи осі абсцис (ординат)? Відповідь поясніть.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

462. На папері у клітинку дано відрізок з кінцями у вузлах сітки. Чи завжди його

середина буде міститися у вузлі сітки?

463. Як треба розмістити відрізок з кінцями у вузлах сітки, щоб можна було знай+

ти його середину, не виконуючи вимірювань і додаткових побудов?

464. Вершини трикутника містяться у вузлах сітки. Проведіть його медіани, не

виконуючи вимірювань. Чи завжди точка перетину медіан буде міститися у

вузлі сітки? Відповідь поясніть.

465. Два туристи, які знаходяться на відстані 100 м один від одного, одночасно

почули вигук керівника групи. На якій найменшій відстані від кожного з них

міг перебувати керівник у момент вигуку, якщо точно посередині між турис+

тами стоїть дерево, яке в обхваті має 2,5 м?



ДЕКАРТОВІ КООРДИНАТИ НА ПЛОЩИНІ 95

ПОНЯТТЯ РІВНЯННЯ ФІГУРИ.
РІВНЯННЯ КОЛА

Рівняння з двома змінними x і y називається рівнянням фігури, якщо
виконуються дві умови: 1) координати будь�якої точки фігури задоволь�
няють рівняння; 2) будь�які два числа, що задовольняють це рівняння, є
координатами деякої точки фігури.

Теорема (про рівняння кола).
Коло з центром С (х

0
; y

0
) і радіусом R задається рівнянням:

(х
  
– х

0
)2 + (y 

 
– y

0
)2 = R2.

Д а н о :   ХОY – прямокутна декартова система

координат (мал. 158), коло з центром С (х
0
; y

0
) і

радіусом R .

Д о в е с т и :  дане коло задається рівнянням

(х
  
– х

0
)2 + (y 

 
– y

0
)2 = R 2.

Д о в е д е н н я .  Візьмемо довільну точку М (х; y)

на колі. За означенням кола, СМ = R  або

СМ 2 = R 2. Виразивши відстань СМ через коор+

динати точок С і М, дістанемо:

(х
  
– х

0
)2 + (y 

 
– y

0
)2 = R 2.                                   (1)

Оскільки точка М – довільна точка кола, то можна стверджувати, що коор+

динати будь+якої точки кола задовольняють рівняння (1).

Навпаки, нехай координати деякої точки М
1 
(х

1
; y

1
) задовольняють рівнян+

ня (1). Тоді справджується рівність (х
1 

– х
0
)2 + (y

1
 – y

0
)2 = R 2 або

2

01

2

01
)()( yyххR −+−= . Остання рівність показує, що точка М

1 
(х

1
; y

1
)

віддалена від центра кола – точки С (х
0
; y

0
) на відстань R , тобто точка

М
1
(х

1
; y

1
) належить цьому колу.

Щоб встановити, що у даній системі координат фігура F задається
певним рівнянням, треба довести два взаємно обернені твердження:
1) якщо точка належить фігурі F, то її координати задовольняють рівнян$
ня фігури F; 2) якщо координати деякої точки задовольняють рівняння
фігури F, то ця точка належить фігурі F.

Наслідок.  Якщо центр кола міститься у початку координат, то рівнян$
ня кола має вигляд: х

 
2 + y2 = R2.

 Справді, початок координат О має координати (0; 0), тому х
0 
= 0, y

0
= 0

і рівняння (1) набуває вигляду: х
 
2 + y2 = R2.

§14.§14.

Мал. 158
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Відомості про особливості рівняння кола наведено у таблиці 19.

Таблиця  19

Радіус кола Центр кола Рівняння кола

R
С (х

0
; y

0
) (х

  
– х

0
)2 + (y 

 
– y

0
)2 = R 2

С (0; 0) х
 

2 + y2 = R 2

З а д а ч а .  Коло, яке задано рівнянням

(х 
 
+ 1)2 + (y – 2)2 = R 2, дотикається до осі ОХ.

Який радіус у даного кола?

Р о з в’я з а н н я .  Нехай С – центр кола.

За рівнянням кола визначимо координати його цент+

ра: С (– 1; 2). За властивістю дотичної до кола, раді+

ус, проведений в точку дотику, перпендикулярний до

цієї дотичної.

Тому перпендикуляр СА до осі ОХ  є радіусом даного кола (мал. 159). Оскільки

СА || ОY, то довжина перпендикуляра СА  дорівнює ординаті центра кола С.

Тому R = 2.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Ви вже знаєте, що коло є геометричним місцем точок, рівновіддалених від

заданої точки. Раніше ви дізналися, що коло є окремим випадком еліпса.

Еліпс визначають як геометричне місце точок, сума відстаней від кожної з яких до

двох заданих точок (фокусів еліпса F
1
 і F

2
) є сталою і дорівнює 2а, де 2а > F

1
F

2
= 2с

(мал. 160).

Канонічне (найпростіше) рівняння еліпса :
2

2

x

a
+

2

2

y

b
=1. Числа а і b є довжинами півосей

еліпса (мал. 160). Якщо а = b, то еліпс є колом.

Справді, 

2

2

x

a
+

2

2

y

a
=1, звідки х

 

2 + y2 = а2. Отри+

мали рівняння кола з центром у початку коор+

динат і радіусом R = а.

2. Стародавні греки для обчислення площі еліпса

використовували складні розрахунки. Вони до+

сліджували площу квадрата, побудованого на

відрізку CD (його довжина залежить від положен+

ня точки С на відрізку АО, де О – середина АВ).

Площу квадрата порівнювали з площею прямокут+

ника ACMN (мал. 161): CD2 = AN · AC – 
AN

AB
· AC 2.

Мал. 159

Мал. 160

Мал. 161
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Оскільки в обчисленнях для еліпса площа прямокутника ACMN  використовуєть+

ся з недостачею (у формулі для CD2 другий доданок береться зі знаком «–»), то

еліпс так і назвали ελλειψιξ, що у перекладі з грецької означає «недостача».

Цікавим є те, що назви гіперболи і параболи мають таке саме походження:

ιπερβολη – перевищення, надлишок (у формулі для CD 2 другий доданок бе+

реться зі знаком «+»); παραβολη – зіставлення площ, порівняння (у формулі

для CD 2 другий доданок дорівнює нулю).

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Поясніть, що таке рівняння фігури.

2. Як встановити, що фігура у даній системі координат задається певним рівнян+

ням?

3. Яким рівнянням задається коло у прямокутній декартовій системі координат?

4. Виведіть рівняння кола.

5. Яким є рівняння кола з центром у початку координат?

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

466'. За даними на малюнках 162 – 164 визначте координати центра С і радіус R

кола.

467'. Побудуйте коло з даним центром С і радіусом R :

1) С (– 1; 1), R = 3; 2) С (2; – 1), R = 1; 3) С (– 2; – 3), R = 4.

468'. Визначте координати центра і радіус кола, заданого рівнянням:

1) (х 
 
– 2)2 + (y – 1)2 = 16; 2) (х 

 
– 1)2 + (y – 3)2 = 3;

3) (х 
 
+ 3)2 + (y – 4)2 = 5; 4) (х 

 
+ 4)2 + (y – 1)2 = 25;

5) х2 + (y – 3)2 = 2; 6) (х 
 
+ 1)2 + y2 = 49.

469°. Чи лежать дані точки А (– 1; 2), В (2; – 3), С (– 6; – 4), D (– 5; 0) на колі:

1) (х 
 
+ 4)2 + (y + 1)2 = 25; 2) х2 + (y – 3)2 = 2; 3) (х 

 
+ 1)2 + (y – 2)2 = 36?

470°. Складіть рівняння кола з радіусом R і центром у точці С :

1) R = 5, С (2; 1); 2) R = 5 , С (– 2; – 1); 3) R = 4, С (2; – 2).

Мал. 162                         Мал. 163                       Мал. 164
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471°. Заповніть таблицю 20.

Координати кінців Координати
Радіус кола Рівняння кола

діаметра кола  центра кола

(5; – 1) і (– 5; – 1)

(6; 0) і (0; 8)

(6; 8) і (0; 0)

(– 6; 0) і (2; – 8)

(– 1; 6) і (7; – 2)

472°. Коло проходить через точки А і В, а його центр лежить на прямій АВ.

Складіть рівняння кола, якщо:

1) А (– 5; 2), В (1; – 4); 2) А (5; – 2), В (– 1; 4); 3) А (5; 2), В (– 1; – 4).

473°. Коло дотикається до осі абсцис, а його центр має координати:

1) (2; – 1); 2) (– 3; 2); 3) (4; 5).

Чи перетинає дане коло вісь ординат? Відповідь поясніть.

474°. Коло з центром в точці С перетинає вісь ординат у точці А.

Складіть рівняння кола, якщо:

1) С (2; 3), А (0; 4); 2) С (– 3; – 2), А (0; 2); 3) С (– 4; 2), А (0; 5).

475°. Коло з центром в точці С перетинає вісь абсцис у точці В.

Складіть рівняння кола, якщо:

1) С (3; 2), В (4; 0); 2) С (– 2; – 3), В (2; 0); 3) С (2; – 4), В (5; 0).

476. Коло з центром у точці (– 2; 3) проходить через точку з координатами:

1) (0; 3); 2) (– 2; 4).

Чи проходить дане коло через точки А (– 4; 3), В (– 2; 4), С (1; 3)?

477. Складіть рівняння кола з центром на прямій у = 4, що дотикається до

осі абсцис у точці: 1) (– 1; 0); 2) (2; 0).

478. Поясніть, чому прямі х = – 5 і у = 5 не перетинають коло:

1) (х 
 
– 4)2 + (y + 5)2 = 25; 2) х2 + (y – 2)2 = 16.

479. Відстань від центра кола, заданого рівнянням (х 
 
– 1)2 + (y + 2)2 = 9, до

прямої а дорівнює: 1) 1; 2) 3.

Що можна сказати про взаємне розміщення прямої і кола?

480. Коло з діаметром АВ задано рівнянням (х 
 
+ 2)2 + (y – 2)2 = 16.

Знайдіть координати точки В, якщо: 1) А (2; 2); 2) А (– 2; 6).

481. Складіть рівняння кола, яке проходить через точки А (2; 3) і В (– 2; 3), якщо

його радіус дорівнює: 1) 2 2 ; 2) 13 .

482. Дано коло х2 + y2 = 25 і дві точки:

1) А (3; 4) і В (4; – 3); 2) А (2 5 ; – 5 ) і В (– 1;  2 6 ).

Доведіть, що АВ – хорда даного кола.

Таблиця 20
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483. Складіть рівняння геометричного місця точок, віддалених на 5 одиниць від

центра кола: 1) (х 
 
– 1)2 + (y + 2)2 = 9; 2) (х 

 
+ 3)2 + (y + 1)2 = 36.

484. Складіть рівняння кола, що дотикається до осей координат і прямої:

1) х = 2; 2) у = 5.

485. Складіть рівняння кола, що проходить через точку (3; 3) і дотикається до

осі абсцис та прямої: 1) х = – 3; 2) y = 6.

486*. Складіть рівняння кола, що проходить через початок координат і точки:

1) (8; 0) і (0; 6); 2) (0; 16) і (12; 0).

487*. Складіть рівняння кола, що проходить через точки:

1) (4; 0), (0; 2), (4; 2); 2) (– 1; 5), (– 2; – 2), (5; 5).

488*. Будь�яка пряма, що проходить через центр кола, перетинає його у

двох точках. Доведіть.

489*. Визначте довжини хорд кола з кінцями на осях координат, якщо коло за+

дано рівнянням: 1) (х 
 
– 1)2 + (y + 2)2 = 25; 2) (х 

 
– 3)2 + (y – 1)2 = 9.

490*. Яким рівнянням задається коло, описане навколо прямокутника з верши+

нами в точках:

1) (0; 0), (24; 0), (24; 10), (0; 10); 2) (0; 5), (8; 5), (8; – 2), (0; – 2)?

491*. У коло х2 + y2 = 16 вписано правильний трикутник. Знайдіть координати

його вершин, якщо одна з них лежить у точці: 1) (0; 4); 2) (– 4; 0).

492*. Знайдіть радіус і центр кола:

1) х2 + 8 х + y2 – 10 y – 41 = 0; 2) х2 – 10 х + y2 + 6 y = 0;

3) х2 – 4 х + y2 + 4y = 16; 4) y2 = (х – 2)(6 – х).

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

493. Доведіть, що коло з центром у вузлі сітки і радіусом 5 клітинок проходить

через 12 вузлів сітки.

494. Через яку кількість вузлів сітки проходить коло, центр якого міститься у її

вузлі, а радіус дорівнює 25 клітинкам?

495. Де треба на подвір’ї розмістити ліхтар, щоб хвіртка, колодязь і вхід до

будинку освітлювались однаково?
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РІВНЯННЯ
ПРЯМОЇ

З курсу алгебри ви знаєте, що графіком
функції у = 2х є пряма (мал. 165). Координати
кожної точки цієї прямої, наприклад О (0; 0) і
А (1; 2), задовольняють її рівняння. І навпаки,
яку б точку М з координатами (х; 2х) ми не взя�
ли, вона лежатиме на даній прямій. Це означає,
що дана пряма задається рівнянням у = 2х.

Узагалі, пряма, що проходить через початок
координат (мал. 166), задається рівнянням
у = kх. Коефіцієнт k у цьому рівнянні нази�
вається кутовим коефіцієнтом прямої. Він
дорівнює тангенсу кута між даною прямою і
додатною піввіссю ОХ. На малюнку 166 ви ба�
чите, що пряма а нахилена до додатної півосі ОХ під кутом α. З прямо�

кутного трикутника ОМ
1
М (�М

1 
= 90°) дістаємо: tg α =

1

1

MM

OM =
kx

x
= k.

Як задати пряму, що не проходить через початок координат і має ку�
товий коефіцієнт k? Дослідимо це.

Нехай пряма b (мал. 167) перетинає вісь ОY у точці В (0; b) і має кутовий
коефіцієнт k. Візьмемо на прямій b довільну точку N з абсцисою х та визна�
чимо її ординату у. Для цього через початок координат проведемо пряму
а || b. Вона має той самий кутовий коефіцієнт k, тому задається рівнянням
у = kх. Нехай пряма, що проходить через точку N паралельно осі ОY, пере�
тинає пряму а в точці М, а вісь ОХ – у точці М

1
. Тоді одержимо: ММ

1 
= kх

(бо М ∈ а), NМ = ОВ = b (бо чотирикутник NМОВ – паралелограм за озна�
ченням), NМ

1
= kх + b. Отже, ордината точки N виражається через її абсци�

су так: у = kх + b. Оскільки точка N – довільна точка прямої b, то можна

§15.§15.

Мал. 165

Мал. 166

?

Мал. 167 Мал. 168
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стверджувати, що координати будь�якої точки цієї прямої задовольняють
рівняння у = kх + b. Обернене твердження доведіть самостійно.

Рівняння у = kх + b називають рівнянням прямої з кутовим коефі%
цієнтом.

Як задати пряму, що проходить через дві точки? Дослідимо це.
Нехай точки A і B містяться у першій координатній чверті, причому х

1
< х

2

і 
 
y

1  
> y

2 
(мал. 168). Через ці точки проведемо пряму а і позначимо на ній

довільну точку М (х; y). Через точки А, В і М проведемо прямі, паралельні
осі ОХ, через точку А – пряму, паралельну осі ОY. Точки їх перетину позна�
чимо С і D. Отримали два подібних трикутники АСМ і АDВ (у них кут А

спільний і СМ || DВ). З подібності трикутників випливає: 
СМ СA

DB DA
= . Вира�

зимо довжини цих відрізків: СМ = х
  
– х

1
,

 
DВ = х

2 
– х

1
, 

 
СА = y

1 
– y, DА = y

1 
– y

2
.

Підставивши їх у пропорцію, отримаємо рівність: 
1 1

2 1 1 2

х х y y

х х y y

− −
=

− −  або

1 1

2 1 2 1

х х y y

х х y y

− −
=

− − . Оскільки точка М – довільна точка прямої а, то можна

стверджувати, що координати будь�якої точки цієї прямої задовольняють

рівняння 
1 1

2 1 2 1

х х y y

х х y y

− −
=

− − . Обернене твердження доведіть самостійно. Інші

випадки розміщення точок А і В розгляньте самостійно.

Рівняння =1 1

2 1 2 1

х х y y

х х y y

− −
− −  називають рівнянням прямої, що проходить

через дві точки.
Отримане рівняння можна звести до вигляду:
(y

2 
– y

1
) х + (х

1 
– х

2
) y + (y

1
х

2 
– х

1
y

2
) = 0.

Позначивши y
2 

– y
1 

= а, х
1 

– х
2
 = b, y

1
х

2 
– х

1
y

2 
= с, одержимо загальне

рівняння прямої:  ах + by + с = 0.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

У вас могло виникнути запитання: Як аналітично задати відрізок? Трикутник?

Квадрат?  Розглянемо приклади.

Нехай треба задати відрізок АВ прямої у = х – 2

(мал. 169). Зрозуміло, що координати кожної точки

відрізка АВ задовольняють рівняння даної прямої.

Але не кожна точка цієї прямої належить відрізку АВ.

Кінці відрізка мають координати: А (– 1; – 3),

В (4; 2). Тому абсциси точок відрізка набувають зна+

чень від – 1 до 4, а ординати – від  – 3 до 2.

Отже, даний відрізок АВ задається системою:

y = x – 2,

– 1 � x � 4,

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ – 3 � y � 2.

?

Мал. 169
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Трикутник і квадрат можна аналітично задати,

відповідно, трьома і чотирма системами, що визна+

чають їх сторони.

Особливим рівнянням задається квадрат, у якого

вершини лежать на осях координат: |x | + |y | = a, де

а – половина довжини діагоналі квадрата (дослідіть

це самостійно). На малюнку 170 ви бачите квадрат

АВСD, рівняння якого |x | + |y | = 3.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Яким рівнянням задається пряма, що прохо+

дить через початок координат?

2. Що таке кутовий коефіцієнт прямої?

3. Запишіть рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом.

4. Який геометричний зміст вільного члена b у рівнянні прямої у = kх + b?

5. Яким є рівняння прямої, що проходить через дві точки?

6. Який вигляд має загальне рівняння прямої?

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

496'. Назвіть кутовий коефіцієнт у рівнянні прямої:

1) у = 3х ; 2) у = – 3х; 3) у = х ; 4) у = – 2х ; 5) у = – 3 х ; 6) у = 2 х.

497'. На якому з малюнків 171 – 173 зображено пряму:

1) у = х – 2; 2) у = 3х – 1; 3) у = – 2х + 1?

Який відрізок на осі ординат відтинає задана пряма?

Який у неї кутовий коефіцієнт?

498'. Назвіть координати точок А і В (мал. 174 –176). Яким з наведених рівнянь

(1 – 3) задається пряма АВ :

1) 
13

1

22

2

+
+=

+
+ yх

; 2) 
22

2

12

1

−−
−=

+
+ yх

; 3) 
12

1

13

1

−
−=

−
− yх

?

499°. Яке рівняння:

1) осі абсцис; 2) осі ординат;

3) бісектриси першого і третього координатних кутів;

4) бісектриси другого і четвертого координатних кутів?

Мал. 170

Мал. 171 Мал. 172 Мал. 173
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500°. Запишіть координати точок А, В і С, що лежать на:

1) осі абсцис; 2) осі ординат;

3) бісектрисі першого і третього координатних кутів;

4) бісектрисі другого і четвертого координатних кутів.

501°. Складіть рівняння прямих а і b, що проходять через точку А паралельно

вказаній осі координат. Заповніть таблицю 21 за зразком, наведеним у дру+

гому стовпчику.

А (1; 2) А (– 1; 2) А (– 1; – 2) А (4; 2) А (– 4; 2) А (4; – 2)

а ||ОХ у = 2

b ||ОY х = 1

502°. Побудуйте прямокутник, сторони якого лежать на прямих:

1) х = 2, х = 5, y = – 2, y = 1; 2) х = – 2, х = 6, y = 7, y = – 1;

3) х = – 9, х = 4, y = 2, y = 8.

Знайдіть периметр і площу даного прямокутника.

503°. Складіть рівняння прямої, що проходить через точки:

1) (– 1; 2) і (2; – 1); 2) (– 3; 1) і (2; – 2); 3) (2; – 4) і (3; – 1).

504°. Запишіть рівняння прямих, що містять сторони трикутника з вершинами у

точках:

1) А (2; – 3), В (– 2; 3) і С (6; – 3); 2) А (1; – 2), В (– 1; 2) і С (5; 10);

3) А (– 3; 5), В (1; – 3) і С (2; 0).

505°. Чи лежать на одній прямій точки А, В і С, якщо:

1) А (– 3; 2), В (2; 2), С (2; 14); 2) А (1; – 2), В (5; – 8), С (3; – 5);

3) А (4; 2), В (0; – 6), С (– 4; – 2)?

506°. Запишіть координати двох точок, через які проведено пряму:

1) 
13

1

42

4

−
−=

−
− yх

; 2) 
32

3

02

0

+
+=

−−
− yх

; 3) 
24

2

13

1

−−
−=

+
+ yх

.

Побудуйте дану пряму.

Мал. 174 Мал. 175 Мал. 176

Таблиця  21
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507°. Зведіть дане рівняння прямої до іншого вигляду:

1) 6х – 2y + 3 = 0; 2) y = – 2х – 1; 3) y = 
1

2
х – 4.

508°. Знайдіть точку перетину прямих, заданих рівняннями:

1) 4х – 2y – 3 = 0 і 3х + 2y – 9 = 0; 2) 3х – y – 5 = 0 і 3х + 4y + 7 = 0;

3) 5х – 7y – 3 = 0 і х – y + 5 = 0.

509. Складіть рівняння прямої, що проходить через початок координат і нахиле+

на до осі абсцис під кутом: 1) 45°; 2) 30°.

510. Доведіть, що прямі у = kх і у = kх + b паралельні.

511. Якщо дві прямі паралельні, то їх кутові коефіцієнти рівні, і навпаки.

Доведіть.

512. Яким рівнянням задається пряма, що відтинає на осі ординат відрізок 5 од.

і проходить паралельно прямій: 1) y = 5х + 2; 2) y = – х – 15?

513. Складіть рівняння прямої, що проходить через точку (– 2; 1) і утворює з

віссю абсцис кут: 1) 45°; 2) 60°.

514. Складіть рівняння прямих, що містять середні лінії трикутника ABC, якщо:

1) А (2; – 3), В (– 2; 3), С (6; – 3); 2) А (1; – 2), В (– 1; 2), С (5; 10).

515. Знайдіть координати вершини D  паралелограма АВСD, якщо:

1) А (– 2; – 3), В (3; 1), С (– 1; 2);   2) А (2; 3), В (– 3; – 1), С (4; 2).

516. Складіть рівняння сторін квадрата, якщо сторона дорівнює а, а його

діагоналі лежать на осях координат.

517. Складіть рівняння сторін рівнобедреного трикутника АВС, у якого:

1) А (– 1; 2), В (3; 2), �ВАС = �АВС = 45°; 2) А (– 2; – 3), В (6; – 3), �АСВ = 120°.

518. Які кути утворює з осями координат пряма:

1) 3х – 3y + 1 = 0; 2) 2х + 2y – 5 = 0?

519. Знайдіть довжину відрізка АВ, який відтинають осі координат від прямої:

1) 5х – 12y + 3 = 0; 2) 4х + 3y – 6 = 0; 3) 4х – 2y – 3 = 0.

520. Яку площу має трикутник, сторони якого лежать на осях координат і прямій:

1) 3х + y – 2 = 0; 2) 5х – 12y + 24 = 0?

521*. Доведіть, що прямі 3х + 4y – 2 = 0 і 3х + 4y – 3 – m2 = 0 не мають спільних

точок.

522*. Дві прямі взаємно перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли добуток

їх кутових коефіцієнтів дорівнює – 1. Доведіть.

523*. Вершини трикутника мають координати А (0; 13), В (2; – 1), С (10; 3).

Доведіть, що його медіани, проведені з вершин В і С, взаємно перпендикулярні.

524*. Яка умова перпендикулярності відрізків АВ і СD, якщо відомі координати

їх кінців: А (а
1
; а

2
), В (b

1
; b

2
), С (c

1
; c

2
), D (d

1
; d

2
)?

525*. Складіть рівняння геометричного місця точок, рівновіддалених від двох

даних точок: 1) (0; 0) і (а
1
; а

2
); 2) (а

1
; а

2
) і (b

1
; b

2
).

526*. Які рівняння мають дотичні до кола х2 + y2 = R 2, що паралельні осі:

1) абсцис; 2) ординат?
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527*. Складіть рівняння дотичної до кола х2 + y2 = R 2  у точці М (х
0
; у

0
).

528*. Пряма а, яку задано рівнянням 4х + 3y – 6 = 0, перетинає пряму b, пара+

лельну осі ординат, у точці М (– 1,5; 4). Знайдіть периметр трикутника, сто+

рони якого лежать на прямих а, b і осі абсцис.

529*. На якій відстані від початку координат проходить пряма:

1) у = kх + b; 2) ах + by + с = 0?

530*. Як знайти відстань від точки М (х
0
; у

0
) до прямої, заданої рівнянням:

1) у = kх + b; 2) ах + by + с = 0?

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ
531. Через заданий вузол сітки проведіть пряму, яка паралельна даній прямій і

проходить через два даних вузли сітки.

532. Як через даний вузол сітки провести прямі з кутовими коефіцієнтами 
1

2
 і 

2

3
відносно горизонтальної лінії сітки? А відносно вертикальної?

533. Яка лінія є графіком рівномірного руху, що визначається рівнянням

s = s
0
 + vt?

534. Населені пункти А і В знаходяться на відстані 8 км один від одного. З пункту

А вийшов пішохід зі швидкістю 4 км/год, а назустріч йому з пункту В виїхав

велосипедист зі швидкістю 12 км/год. Поясніть за малюнком 177, як дізна+

тися про те, який час до зустрічі були в дорозі пішохід і велосипедист та на

якій відстані від пункту А вони зустрілися.

Мал. 177

§16.§16.МЕТОД
КООРДИНАТ

Ви вже знаєте, що властивості геометричних фігур можна досліджува�
ти засобами алгебри. Метод, який при цьому застосовують, називається
методом координат. У попередніх параграфах ви розв’язували методом
координат такі дві задачі: 1) знаючи геометричні властивості фігури, зна�
ходили її рівняння; 2) знаючи рівняння фігури, знаходили її властивості.
На практиці нерідко виникає потреба розв’язати обидві задачі разом – спо�
чатку за деякими властивостями фігури скласти її рівняння, а потім, дос�
лідивши отримане рівняння, встановити нові властивості даної фігури.



106 Розділ 3

З а д а ч а .  Знайдіть сторони рівнобедреного трикут+

ника, вписаного в коло радіуса 5 см, якщо центр цього

кола віддалений від основи трикутника на 3 см.

Р о з в’я з а н н я .  Нехай АВС – даний рівнобедре+

ний трикутник з основою АС (мал. 178), точка О –

центр описаного кола. Введемо прямокутну декар+

тову систему координат так, щоб її початок лежав у

центрі кола, вісь ОY містила висоту, проведену до

основи АС трикутника, а вісь ОХ проходила пара+

лельно цій основі (мал. 179). Тоді дане коло задаєть+

ся рівнянням х2 + y2 = 25, а вершини трикутника

мають координати: А (– х
0
; – 3), В (0; 5), С (х

0
; – 3),

де х
0

> 0. Точка С лежить на даному колі, тому її ко+

ординати задовольняють його рівняння:

х
0

2 + (– 3)2 = 25. Звідси дістанемо: х
0

= 4,

А (– 4; – 3), С (4; – 3).

За координатами вершин трикутника знайдемо довжи+

ни його сторін: АВ = ВС =
2 2

(4 0) +( 3 5)− − − = 16+64 = 4 5 (см), АС = 8 см.

Щоб застосувати метод координат: 1) накресліть задану фігуру та введіть
прямокутну декартову систему координат (для цього вкажіть розміщен$
ня початку координат та осей абсцис і ординат відносно даної фігури);
2) визначте координати точок даної фігури; 3) скористайтеся відомими
формулами.

Застосування методу координат дозволяє спростити доведення влас�
тивостей фігури. Розглянемо приклад.

З а д а ч а .  Доведіть, що середина гіпотенузи прямо+

кутного трикутника рівновіддалена від його вершин.

Р о з в’я з а н н я .  Нехай АВС – даний прямокутний

трикутник з прямим кутом С (мал. 180). Позначимо

довжини його катетів малими літерами а і b, а середи+

ну гіпотенузи – М. Введемо прямокутну декартову

систему координат так, щоб її початок містився у вер+

шині С трикутника, а його катети лежали на осях ко+

ординат (мал. 181). Тоді вершини трикутника мати+

муть координати: С (0; 0), В (а; 0), А (0; b). Точка М є

серединою гіпотенузи АВ, тому вона має координа+

ти: M (
2

a
;

2

b
). Знайдемо довжини відрізків МС, МА і

МВ :

MC =

2 2

2 2
0 + 0

а b⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

2 2

4 4
+

а b
,

Мал. 178

Мал. 179

Мал. 181

Мал. 180



ДЕКАРТОВІ КООРДИНАТИ НА ПЛОЩИНІ 107

 

MA =

2 2

2 2
0 +

а b
b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

2 2

4 4
+

а b
,

MB =

2 2

2 2
+ 0

а b
a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

2 2

4 4
+

а b
.

З отриманих рівностей випливає, що МС = МА = МВ.

Отже, точка М – рівновіддалена від вершин �АВС.

Чи можна у розглянутій задачі отримати простіші
вирази для довжин відрізків? Так, якщо довжини
катетів �АВС позначити відповідно 2а і 2b (мал. 182).

Якщо у розв’язуванні задачі треба використати координати середин
відрізків, то можна застосувати прийом подвоєння числових значень
довжин відрізків.

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

1. Метод координат встановлює зв’язки між алгеброю і гео+

метрією, надає допомогу і тій, і другій науці. Його основопо+

ложниками вважають французьких учених – Рене Декарта

(1596 – 1650) і П’єра Ферма (1601 – 1655), які працювали

незалежно один від одного. Однак наукові роботи П. Ферма

стали широко відомими лише після смерті вченого, коли у

1669 р. його син опублікував збірник «Різні твори». П. Фер+

ма вивів рівняння прямої, а також еліпса, гіперболи, парабо+

ли та інших ліній, що задаються рівняннями другого степеня.

2. Знаючи координати вершин трикутника А (х
1
; y

1
), В (х

2
; y

2
) і С (х

3
; y

3
), можна

знайти його площу. Для цього використовують такі формули.

У прямокутній декартовій системі координат:

S = |
1

2
(x

1
(y

2
– y

3
) + x

2
(y

3
– y

1
) + x

3
(y

1
– y

2
))|.

У косокутній системі координат з рівнозначними шкалами і кутом ϕ між осями:

S = |
ϕsin

2
(x

1
(y

2
– y

3
) + x

2
(y

3
– y

1
) + x

3
(y

1
– y

2
))|.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Що таке метод координат?

2. Які задачі розв’язують методом координат?

3. Поясніть, як застосувати метод координат.

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

535'. Відносно прямокутного трикутника АВС з катетами 2 і 3 введено систему ко+

ординат так, як показано на малюнках 183 – 185. Які координати мають вер+

шини трикутника?

Мал. 182

П’єр Ферма

?



108 Розділ 3

536'. Чи правильно визначено координати вершин рівнобедреного трикутника

АВС у введеній відносно нього системі координат:

1) А (– 2; 0), В (0; 3), С (2; 0) (мал. 186);

2) А (– 2; – 1), В (0; 3), С (2; 0) (мал. 187);

3) А (– 2; 3), В (0; 0), С (2; 3) (мал. 188)?

537'. На малюнках 189 – 191 зображено чотирикутник АВСD. Введіть систему

координат так, щоб у ній вершини чотирикутника мали координати:

1) А (0; 0), В (0; 4), С (4; 4), D (4; 0) (мал. 189);

2) А (– 2; 0), В (– 2; 2), С (3; 2), D (3; 0) (мал. 190);

3) А (– 2; 0), В (0; 3), С (2; 0), D (– 3; 0) (мал. 191).

538°. У �ABC : �A = 90°, AB = 6 см, AC = 8 см. Введіть прямокутну декартову

систему координат так, як указано в таблиці 22, та заповніть її.

Мал. 183 Мал. 184 Мал. 185

Мал. 186 Мал. 187 Мал. 188

Початок

координат

в точці

Одинич+

ний

відрізок

довжиною

Додатна піввісь

координат

OX OY

містить катет

Координати вершин

�ABC

A

B C

AB

AB

AC

AC

AC

AB

A

A

1 см

0,5 см

2 см

A

Таблиця 22

539°. Діагоналі квадрата ABCD  зі стороною 2 см перетинаються в точці M. Введіть

прямокутну декартову систему координат з одиничним відрізком 1 см так,

щоб початок координат лежав у вказаній точці, а на додатних півосях OX  і

OY лежали вказані відрізки: 1) A, AB, AD; 2) B, BC, AB; 3) M, CM, MD.

Визначте координати вершин квадрата.
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540°. У прямокутному трикутнику АВС з катетами АВ і ВС знайдіть довжини ме+

діан, якщо: 1) АВ = 3, ВС = 4; 2) АВ = 5, ВС = 12; 3) АВ = 7, ВС = 24.

541°. У рівнобедреному трикутнику АВС до основи АВ проведено висоту СН.

Знайдіть довжину медіани, проведеної до бічної сторони, якщо:

1) АВ = 12, СН = 4; 2) АВ = 4, СН = 6; 3) АВ = 
16

3
, СН = 6.

542°. Знайдіть відстань між серединами протилежних сторін ромба, якщо його

діагоналі дорівнюють:

1) АВ = 6, ВС = 8; 2) АВ = 10, ВС = 24; 3) АВ = 14, ВС = 48.

543. Визначте координати вершин правильного шестикутника, якщо одна з ко+

ординатних осей паралельна його стороні, а початок координат міститься:

1) в точці перетину діагоналей шестикутника; 2) у вершині шестикутника.

544. Якою залежністю пов’язані відповідні координати вершин двох квадратів,

що мають спільну вершину в початку координат і одну спільну сторону?

545. Чи існують подібні трикутники з відповідно пропорційними координатами?

546. У прямокутному трикутнику АВС на гіпотенузі АВ узято точку М так, що

АМ = 4 см. Знайдіть довжину відрізка СМ, якщо АС = 15 см, ВС = 20 см.

547. Точка М є серединою відрізка АВ. Доведіть, що для будь+якої точки Т пло+

щини справджується рівність: ТА 2 + ТВ 2 = 2 ТМ 2 + 0,5 АВ2.

548. Відстань між точками А і В дорівнює 4. Знайдіть геометричне місце точок М

площини, для яких: 1) МА 2 + МВ 2 = 24; 2) МА 2 – МВ 2 = 4.

549. Доведіть, що в прямокутнику сума квадратів діагоналей дорівнює

подвоєній сумі квадратів його суміжних сторін.

550. Якщо чотирикутник АВСD – прямокутник, то для будь+якої точки М  пло+

щини справджується рівність: МА 2 + МС 2 = МВ 2 + МD 2.  Доведіть.

551. Точка М лежить усередині квадрата АВСD на відстанях:

1) МА = 7, МВ = 13, МС = 17; 2) МА = 1, МВ = 5 , МС = 3.

Знайдіть довжину сторони і діагоналі квадрата.

552. Центр кола радіуса R лежить у вершині прямого кута прямокутного трикут+

ника з катетами а і b. Чи перетинає коло гіпотенузу даного трикутника, якщо:

1) а = 5, b = 12, R = 4; 2) а = 20, b = 15, R = 12?

Мал. 189 Мал. 190 Мал. 191
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553*. Доведіть, що сума квадратів двох сторін трикутника дорівнює сумі полови+

ни квадрата третьої сторони трикутника і подвоєного квадрата медіани, про+

веденої до цієї сторони.

554*. Доведіть, що у паралелограмі сума квадратів сторін дорівнює сумі

квадратів його діагоналей.

555*. Доведіть, що відрізок, який сполучає середини діагоналей трапеції,

паралельний основам і дорівнює піврізниці основ.

556*. Точка А лежить на відстані 6 см від центра О кола з радіусом 2 см. На прямій

ОА знайдіть таку точку М, щоб довжина дотичної, проведеної із цієї точки

до кола, дорівнювала відстані між точками М і А.

557*. Доведіть, що сума квадратів відстаней від усіх вершин квадрата до прямої, що

проходить через точку перетину його діагоналей, не залежить від вибору прямої.

558*. Квадрат описано навколо кола радіуса R. Доведіть, що сума квадратів

відстаней від будь+якої точки кола до вершин квадрата дорівнює 12R 2.

559*. Навколо правильного трикутника зі стороною а описано коло. Доведіть,

що сума квадратів відстаней від будь+якої точки кола до вершин трикутника

дорівнює 2а2.

560*. Знайдіть геометричне місце точок, модуль різниці квадратів відстаней від

яких до двох даних точок А  і В дорівнює а2, де а – заданий відрізок.

561*. Якщо координати вершин трикутника є парними числами, то його площа

виражається натуральним числом. Доведіть.

562*. Якщо координати двох сусідніх вершин квадрата є цілими числами, то ко+

ординати двох інших його вершин також є цілими числами. Доведіть.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

563. Якщо середини двох сторін трикутника та їх спільна вершина лежать у вуз+

лах сітки, то середина третьої сторони також лежить у вузлі сітки. Доведіть.

564. Якщо дві сусідні вершини квадрата лежать у вузлах сітки, то дві інші його

вершини також лежать у вузлах сітки. Доведіть.

565. Поясніть, як побудувати вершини квадрата у вузлах сітки, не будуючи його

сторін. Розгляньте випадки, коли діагоналі квадрата:

1) лежать на лініях сітки; 2) не лежать на лініях сітки.
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КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ

1. Поясніть, що таке прямокутна декартова система координат та як її ввести

на площині.

2. Як визначають координати точки у заданій системі координат?

3. Сформулюйте і доведіть теорему про відстань між двома точками із зада+

ними координатами.

4. За якими формулами знаходять координати середини відрізка?

5. Поясніть, що таке рівняння фігури.

6. Виведіть рівняння кола.

7. Які є види рівняння прямої?

8. Як застосувати метод координат до розв’язування задач?

ПЕРЕВІРТЕ, ЯК ЗАСВОЇЛИ МАТЕРІАЛ РОЗДІЛУ 3

ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ

Уважно прочитайте задачі і знайдіть серед запропонованих відповідей
правильну. Для виконання тестового завдання потрібно 10 – 15 хв.

1о  Знайдіть відстань між точками А (1; 2) і В (2; 1).

А. 2. Б. 6. В. 2 . Г. 3 .

2о Які координати має середина відрізка МН, якщо М (– 3; 0), Н (5; 6)?

А. (– 3; 6). Б. (0; 5). В. (– 4; 3). Г. (1; 3).

3
о

Знайдіть відстань від точки А (4; – 1) до центра О кола (х – 1)2 + (y + 3)2 =

= 16. Порівняйте довжину відрізка АО і радіус R даного кола.

А. АО � R. Б. АО > R. В. АО = R.    Г. АО < R.

4 Який кутовий коефіцієнт у прямої, що проходить через точки Р (– 3; 1) і

Т (2; – 4)?

А. 
3

3
. Б. – 1. В. 1.    Г. 3 .

5* У рівнобедреному трикутнику основа дорівнює 10 см, а висота, проведена

до основи, на 2 см довша за неї. Знайдіть відстань між серединою даної

висоти і серединою медіани, проведеної до бічної сторони трикутника.

А. 13 см. Б. 
5

2
см. В. 

61

2
см.    Г. 

13

4
см.
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ПЕРЕМІЩЕННЯ

Подивіться на малюнок 192. Кожну точку півкола змістили так, що от�
римали відрізок. Говорять, що півколо відобразили на відрізок. Можна та�
кож сказати, що відрізок утворився з півкола у результаті геометричного
перетворення. Далі коротко будемо говорити: перетворення. Зрозуміло, що
дане перетворення не зберігає відстань між точками цих фігур: ХY � Х′Y′.

На малюнку 193 перетворення, при якому фігура F відображається на
фігуру F′, особливе. Воно зберігає відстань між відповідними точками
фігур. Будь�які дві точки Х і Y фігури F переходять у точки Х′ і Y′ фігури
F′ так, що ХY = Х′Y′. Таке перетворення є переміщенням.

Перетворення називається переміщенням, якщо воно зберігає
відстань між точками.

Мал. 192                   Мал. 193                Мал. 194

Деяке перетворення коло переводить у коло (мал. 194). Чи є це пере�
твореня переміщенням? Ні, бо воно не зберігає відстань між відповідни�
ми точками: ОХ � О′Х′.

Теорема (властивість переміщення).
При переміщенні точки, що лежать на прямій, переходять
у точки, що лежать на прямій, і зберігається порядок
їх взаємного розміщення.

Д о в е д е н н я .  Нехай три точки А, В, С лежать на одній прямій (мал. 195).

Тоді одна з них лежить між двома іншими. Нехай, на�

приклад, В лежить між А і С.

Тоді АС = АВ+ВС. (1)

Деяке переміщення переводить точки А, В, С у точки

А', В', С'. Оскільки переміщення зберігає відстані, то

АС = А'С', АВ = А'В' і ВС = В'С'. З цих рівностей і

рівності (1) випливає: А'С'=А'В'+В'С'.

Остання рівність означає, що точки  А', В', С' лежать

на одній прямій, а точка В' лежить між точками А' і С'.

§17.§17.

Мал. 195

?
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Наслідок. Переміщення прямі переводить у прямі,
промені – у промені, відрізки – у рівні їм відрізки.

З а д а ч а .  Доведіть, що переміщення кут перево�

дить у рівний йому кут.

Р о з в’я з а н н я .  Нехай АВ і АС – два промені, що

виходять зі спільної точки А  і не лежать на одній

прямій (мал. 196). Переміщення ці промені перево�

дить у деякі промені А'В' і А'С'.

Оскільки переміщення зберігає відстані, то АВ = А'В',

АС = А'С', ВС = В'С'. �АВС = �А'В'С'  за трьома сторонами.

З рівності трикутників випливає: �ВАС = �В'А'С'.

Узагалі переміщення будь�яку фігуру переводить у рівну їй фігуру.
Тому поняття «рівні фігури» можна визначити за допомогою поняття «пе�
реміщення».

Дві фігури називаються рівними, якщо вони переводяться
переміщенням одна в одну.

Властивості переміщення подано у таблиці 23.
Таблиця   23

Переміщення Властивості

1. Пряма переходить у пряму (а в а' ),

промінь – у промінь.

2. Відрізок переходить у рівний

йому відрізок

(АВ = А' В' , ВС = В' С' , АС = А' С' ).

3. Кут переходить у рівний йому кут

(�А = �А' , �В = �В' , �С = �С' ).

ДІЗНАЙТЕСЯ БІЛЬШЕ

Давайте поміркуємо над поняттям «відображення

фігур».

Нехай k і k' – два кола зі спільним центром О (мал. 197).

Вважатимемо, що кожній точці Х першого кола відповідає

точка Х' другого, яка лежить на промені ОХ. При цьому

кожна точка другого кола поставлена у відповідність де�

якій точці першого кола. Крім того, різним точкам першо�

го кола відповідають різні точки другого кола. Ми отри�

мали відображення кола k  на k'.

Мал. 196

Мал. 197
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Відображенням фігури F на F' називається така відпо�

відність, при якій:

1) кожній точці фігури F відповідає певна точка фігури F' ;

2) кожна точка фігури F' поставлена у відповідність де�

якій точці фігури F;

3) різним точкам фігури F відповідають різні точки

фігури F'.

Не кожна відповідність між точками фігур буде відобра�

женням цих фігур.

На малюнку 198 зображено відрізки АВ  і СD. Кожній точці Х  відрізка АВ  по�

ставлено у відповідність основу Х' перпендикуляра, проведеного з точки Х  до

відрізка СD. Поясніть, чому задана відповідність не буде відображенням відрізка

АВ на відрізок СD.

ЗГАДАЙТЕ ГОЛОВНЕ

1. Яке перетворення називається переміщенням?

2. Доведіть, що при переміщенні точки, які лежать на прямій, переходять у точки,

які теж лежать на прямій, і зберігається порядок їх взаємного розміщення.

3. У які фігури переходять прямі, промені, відрізки під час переміщення?

4. Доведіть, що переміщення переводить кут у рівний йому кут.

5. Які дві фігури називаються рівними?

РОЗВ’ЯЖІТЬ ЗАДАЧІ

566'. Перетворення переводить трикутник АВС у трикутник А'В'С' (мал. 199).

Чи є це перетворення переміщенням? Поясніть відповідь.

567'. На малюнку 200 переміщення переводить відрізок АВ у відрізок СD.

1) У які точки переходять точки Х і Y при цьому переміщенні?

2) У які фігури переходять відрізки АХ і ХY?

3) Чи рівні відрізки АХ і СХ', ХY і Х'Y', ВY і DY' ?

Поясніть відповідь.

568'. Переміщення переводить фігуру F у фігуру F'. Чи рівні фігури F і F'?

569°. Переміщення переводить відрізок АВ у відрізок А'В'. Який із записів правиль�

ний: а) АВ > А'В'; б) АВ = А'В'; в) АВ < А'В' ?

Мал. 198

Мал. 199                    Мал. 200
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570°. Чи існує переміщення, яке переводить відрізок АВ у відрізок СD, якщо:

1) АВ = 4 см, СD = 6 см; 2) АВ = 5 см, СD = 5 см?

571°. Позначте довільні точки А  і В. Побудуйте коло з центром А  і радіусом 3 см.

Побудуйте фігуру, в яку перейде це коло під час переміщення, що перево�

дить точку А  в точку В.

572°. Побудуйте два прямокутних трикутники, що мають кут 30° і менший катет

довжиною 2 см. У першому трикутнику з вершини прямого кута через сере�

дину гіпотенузи проведено промінь. Побудуйте фігуру, у яку він переходить

під час переміщення, що переводить перший трикутник у другий.

573°. Проведіть промені ОА і О'А'. Позначте на промені ОА три точки М, K,

Р. Побудуйте точки М', K', Р', у які переходять точки М, K, Р під час

переміщення, що переводить промінь ОА в промінь О'А'.

574°. Дано промені ОА  і ОВ зі спільним початком у точці О і промінь О'А'. Побу�

дуйте промінь О'В', у який переходить промінь ОВ під час переміщення, що

переводить ОА в О'А'. Чи однозначно визначається положення променя О'В' ?

575°. Побудуйте два рівні трикутники АВС і А'В'С' і позначте точку Х на стороні

АС. Побудуйте точку, в яку переходить точка Х' при переміщенні, що пере�

водить �АВС у �А'В'С'.

576. Чи існує преміщення, що переводить �АВС  у  �А'В'С', якщо:

1)�А = 110°, �В' = 120°; 2) �С = 20°, �А' = 60°;

3) АС = 6 см, А'В' = В'С' = 3 см?

577. Чи рівні два квадрати, якщо: 1) діагоналі їх рівні; 2) периметри їх рівні?

578. Чи рівні два прямокутники, якщо:

1) діагоналі їх рівні; 2) периметри їх рівні?

579. У крузі з центром О проведено діаметри АВ і СD.

Яка фігура рівна частині круга: 1) АОС ; 2) АОD?

580. Дві частини, з яких складається фігура F,

відповідно рівні двом частинам, з яких скла�

дається фігура F'.

Чи рівні ці фігури? Виконайте малюнок.

581. Прямокутник поділено на дві частини, як показа�

но на малюнку 201. Чи рівні ці частини?

582. Чи можна поділити довільний трикутник на дві

рівні частини? Для яких трикутників такий поділ

можливий?

583. Доведіть, що переміщення переводить:

1) трикутник у рівний йому трикутник;

2) паралелограм у рівний йому паралелограм.

584. За даними на малюнку 202 доведіть, що парале�

лограми АВСD  і А'В'С'D'  рівні.

Мал. 201

Мал. 202
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585. Чи рівні два паралелограми, якщо у них рівні:

1) дві діагоналі і кут між ними; 2) сторона і дві діагоналі;

3) периметри; 4) дві суміжні сторони і зовнішній кут?

586*. Доведіть, що ромби рівні, якщо вони мають рівні діагоналі.

587*. Доведіть, що переміщення переводить многокутник у многокутник з відпо�

відно рівними сторонами і кутами.

588*. Доведіть, що переміщення переводить паралельні прямі у паралельні

прямі.

ЗАСТОСУЙТЕ НА ПРАКТИЦІ

589. Побудуйте фігури, які рівні фігурам, зображеним на малюнках 203 і 204

(для побудови можна скористатися лінійкою, циркулем, косинцем або каль�

кою). Обчисліть площі цих фігур, зробивши найменшу кількість вимірювань.

Мал. 203                       Мал. 204

СИМЕТРІЯ
ВІДНОСНО ТОЧКИ І ПРЯМОЇ

1. СИМЕТРІЯ ВІДНОСНО ТОЧКИ

Дві точки Х і Х′ площини називаються симетричними відносно точ�
ки О, якщо О є серединою відрізка ХХ′  (мал. 205).

Щоб побудувати точку Х′, симетричну точці Х відносно точки О, про�
ведіть промінь ХО, відкладіть на ньому з другого боку від точки О відрізок
ОХ′ = ОХ (мал. 206).

§18.§18.

Мал. 205               Мал. 206
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Перетворення, при якому кожна точка Х фігури F переходить у точку
Х′ фігури F′, симетричну відносно даної точки О, називається перетво

ренням симетрії відносно точки О. При цьому фігури F і F′ називаються
симетричними відносно точки О (мал. 207). Симетрію з центром O нази!
вають також центральною симетрією.

Якщо перетворення симетрії відносно точки О переводить фігуру F у
себе, то вона називається центрально
симетричною, а точка О – цент

ром симетрії. Наприклад, квадрат – центрально!симетрична фігура. Цен!
тром симетрії його є точка перетину діагоналей (мал. 208).

Теорема (властивість симетрії відносно точки).
Перетворення симетрії відносно точки є переміщенням.

Д о в е д е н н я . Нехай симетрія відносно точки О переводить довільні точки

X i Y фігури F у точки Х ′ і Y ′ фігури F ′ (мал. 209).

�XOY= �X ′O Y ′  – за двома сторонами і кутом між ними. У них ОХ  = ОХ ′,
ОY  = ОY ′ за означенням симетрії відносно точки О, �XOY = �X ′OY ′ як

вертикальні. З рівності трикутників випливає: XY = X ′Y ′. Це означає, що

симетрія відносно точки О є переміщенням. (Випадок, коли точки X, Y, O

лежать на одній прямій, розгляньте самостійно).

Наслідок.  Симетрія відносно точки має всі властивості переміщення.

З а д а ч а .  Доведіть, що паралелограм є центрально7симетричною фігурою

відносно точки перетину його діагоналей.

Р о з в’я з а н н я .  Нехай О – точка перетину

діагоналей паралелограма АBCD (мал. 210).

Оскільки діагоналі AC і BD діляться точкою О

навпіл, то точки A і C, B і D симетричні віднос7

но точки О.

Тоді сторони AB і CD, BC i AD також симет7

ричні відносно точки О. Тому симетрія віднос7

но точки перетину діагоналей паралелограма

переводить його у себе.

Мал. 207                              Мал. 208                               Мал. 209

Мал. 210
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Фігури, що мають центр симетрії, часто зустрічаються в довкіллі. На�
приклад, пропелер літака (мал. 211), орнамент (мал. 212), квітка
(мал. 213), морська зірка (мал. 214), сніжинка (мал. 215).

2. СИМЕТРІЯ ВІДНОСНО ПРЯМОЇ
Дві точки Х і X′ площини називаються симет�

ричними відносно прямої l, якщо ця пряма пер�
пендикулярна до відрізка ХX′ і проходить через
його середину (мал. 216).

Якщо точка Х лежить на прямій l, то симетрич�
ною їй точкою є сама точка Х.

Щоб побудувати точку X′, симетричну точці Х відносно прямої l, про�
ведіть з точки Х перпендикуляр ХО до прямої l і на його продовженні з
другого боку від прямої l відкладіть відрізок ОX′ = ОХ (мал. 216).

Перетворення, при якому кожна точка Х фігури F переходить у точку
X′ фігури F′, симетричну відносно даної прямої l, називається перетво

ренням симетрії відносно прямої l. При цьому фігури F і F′ називаються
симетричними відносно прямої l (мал. 217). Пряма l називається віссю
симетрії. Симетрію з віссю l називають також осьовою симетрією.

Якщо перетворення симетрії відносно прямої l переводить фігуру F у
себе, то ця фігура називається симетричною відносно прямої l, а пряма l –
віссю симетрії фігури.

Наприклад, пряма, що проходить через центр кола, є віссю симетрії
кола (мал. 218).

Мал. 211 Мал. 212        Мал. 213    Мал. 214    Мал. 215

Мал. 216

Мал. 217                   Мал. 218                    Мал. 219
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